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Toplamayla çarpma fonksiyonlar›n›n varl›¤›n›n kan›tland›-

¤› Teorem 3.1 ve 3.8’i genellefltirece¤iz. Teorem, e¤er

1 : X " X ve & : X * X " X

iki fonksiyonsa, her x ! X için,

ƒ(x, 0) = 1(x)

ƒ(x, 1) = &(x, 1(x))

ƒ(x, 2) = &(x, &(x, 1(x)))

ƒ(x, 3) = &(x, &(x, &(x, 1(x))))

gibi eflitlikleri sa¤layan bir ƒ : X *  " X fonksiyonu oldu¤u-

nu söyleyecek ve bu teorem sayesinde fonksiyonlar›m›z› tüme-

var›mla tan›mlayabilece¤iz.

Tümevar›m Teoremi 3A.1. X bir küme olsun.

1 : X " Y ve & : X * Y " Y

iki fonksiyon olsun. O zaman her x ! X ve her n !  için,

ƒ(x, 0) = 1(x),

ƒ(x, Sn) = &(x, ƒ(x, n))

eflitliklerini sa¤layan bir ve bir tek

ƒ : X *  " Y

fonksiyonu vard›r.



Kan›ta bafllamadan önce teoremin toplamay› ve çarpmay›

nas›l tan›mlad›¤›n› görelim.

Toplama. Teoremde X = Y =  , 1 = IdX (özdefllik fonksi-

yonu) ve & = S ◦ pr2, yani &(x, n) = Sn olarak alal›m. O zaman

elde edilen fonksiyon,

ƒ(x, 0) = x,

ƒ(x, Sn) = S(ƒ(x, n))

eflitliklerini sa¤lar; bunlar da aynen toplaman›n sa¤lamas› ge-

rekti¤i eflitliklerdir.

Çarpma. Teoremde X = Y =  , 1 = s0 (sabit 0 fonksiyonu)

ve &’yi yukarda varl›¤› (bir kez daha) kan›tlanan toplama fonk-

siyonu olarak alal›m, yani &(x, n) = n + x olarak alal›m. (Özel-

likle x + n yerine n + x yazd›k.) O zaman elde edilen fonksiyon,

ƒ(x, 0) = 0,

ƒ(x, Sn) = ƒ(x, n) + n

eflitliklerini sa¤lar; bunlar da aynen çarpman›n sa¤lamas› ge-

rekti¤i eflitliklerdir.

Al›flt›rmalar

3A.1. Tümevar›m Teoremi’ni kullanarak, ortaokuldan beri

bildi¤imiz ƒ(x, y) = xy fonksiyonunu tan›mlay›n. (Not: x0 = 1

olsun, bu varsay›ma 00 = 1 eflitli¤i de dahildir.)

3A.2. S bir küme, a ! S, ve 1 : S " S bir fonksiyon olsun.

ƒ(0) = a

ve her n !  için

ƒ(Sn) = 1(ƒ(n))

eflitliklerini sa¤layan bir ƒ :  " S fonksiyonunun varl›¤›n› ka-

n›tlay›n.

3A.3. X bir küme ve + : X " X bir fonksiyon olsun. Yu-

kardaki al›flt›rmadan yararlanarak,

ƒ(n) = +n = + ◦  ◦ + (n defa)
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eflitli¤ini sa¤layan bir

ƒ :  " Fonk(X, X)

fonksiyonun varl›¤›n› kan›tlay›n. (+0 = IdX olarak tan›mlan-

m›flt›r.) Bundan 

{+n : n !  }

ve her x ! X için,

{+n(x) : n !  }

topluluklar›n›n bir küme olduklar›n› ç›kar›n.

3A.4. ƒ(n) = n! formülünün  ’den  ’ye giden bir fonksiyon

tan›mlad›¤›n› kan›tlay›n.

Tümevar›m Teoremi’nin Kan›t›: Her x ! X, y ! Y ve her

n !  "için, (X *  ) * Y kartezyen çarp›m›n›n, 

(x, 0, 1(x)) ! G

ve 

(x, n, y) ! G " (x, Sn, &(x, y)) ! G

koflullar›n› sa¤layan bir G altkümesine bu kan›tl›k güzel küme

diyelim. En az bir güzel küme vard›r: (X *  ) * Y. Güzel kü-

melerin kesifliminin gene güzel bir küme oldu¤unu kan›tlamak

zor de¤ildir. Bu kesiflime G diyelim. G en küçük güzel küme-

dir, yani tüm güzel kümelerin altkümesidir. fiimdi G ’nin bir

grafik oldu¤unu, dolay›s›yla X *  ’den Y ’ye giden bir fonksi-

yon tan›mlad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. G ’nin tan›mlad›¤› bu fonksi-

yona ƒ dersek, ƒ elbette teoremde istenen eflitsizlikleri sa¤lar.

Ayr›ca, ƒ’nin biricikli¤i de bariz olur: g teoremde söylendi¤i gi-

bi bir fonksiyonsa, g’nin grafi¤i, diyelim G 0, güzel bir küme

olur, dolay›s›yla G’yi içerir ama iki grafik ancak eflitlerse biri

di¤erini içerebilir.

Her (x, n) ! X *  için

(x, n, y) ! G

koflulunu sa¤layan bir y ! Y oldu¤unun kan›t› n üzerine tüme-

var›mla kolay. Verilmifl (x0, n0) ! X *  için, yukardaki koflu-

lu sa¤layan y0 ! Y eleman›n›n biricikli¤ini kan›tlayal›m. Bunu

da n0 üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.



Bafllang›ç Ad›m›. n0 = 0 varsay›m›n› yapal›m.

(x0, 0, 1(x0)) ! G

oldu¤unu biliyoruz. Ayr›ca bir y0 # 1(x0) için,

(x0, 0, y0) ! G

eflitli¤ini varsayal›m. G 0 = G \ {(x0, 0, y0)} olsun. G 0 kümesinin

de güzel bir küme oldu¤unu kan›tlayarak bir çeliflki elde edece-

¤iz. Önce birinci koflulla bafla ç›kal›m. x ! X olsun.

(x, 0, 1(x)) ! G

içindeli¤ini biliyoruz. Ama (x, 0, 1(x)) üçlüsü (x0, 0, y0) üçlü-

süne eflit olamaz yoksa x = x0 ve 1(x) = y0 olur, dolay›s›yla var-

say›m›m›zla çeliflen 1(x0) = 1(x) = y0 eflitli¤ini elde ederiz. De-

mek ki (x, 0, 1(x)) ! G 0. ‹kinci koflula gelince... (x, n, y) ! G 0

olsun. Demek ki (x, n, y) ! G . Dolay›s›yla (x, Sn, &(x, y)) ! G.

Ama (x, Sn, &(x, y)) üçlüsü (x0, 0, y0) üçlüsüne eflit olamaz

yoksa Sn = 0 olurdu ve bu da P1 ile çeliflirdi. Demek ki istedi-

¤imiz gibi (x, Sn, &(x, y))  ! G 0. 

Tümevar›m Ad›m›. n0 !  say›s›, “her x ! X için 

(x, n0, y) ! G

özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane y ! Y vard›r” özelli¤ini sa¤-

las›n. Ayn› özelli¤i Sn0 için gösterelim. x0 ! X rastgele bir ele-

man olsun. Bir ve bir tek y0 ! Y için

(x0, n0, y0) ! G.

Demek ki,

(x0, Sn0, &(x0, y0)) ! G.

Diyelim bir &(x0, y0) # y1 ! Y için

(x0, Sn0, y1) ! G.

fiimdi G 0 kümesini flöyle tan›mlayal›m:

G 0 = G \ {(x0, Sn0, y1)}.

G 0 kümesinin güzel oldu¤unu kan›tlayarak G ’nin en küçük gü-

zel küme olmas›yla çeliflece¤iz. Önce birinci koflulun sa¤land›-

¤›n› gösterelim. Her x ! X,
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(x, 0, 1(x)) ! G

oldu¤undan, ve P1’den dolay› (x, 0, 1(x)) üçlüsü G ’den ç›kar›-

lan (x0, Sn0, y1) eleman›na eflit olamayaca¤›ndan,

(x, 0, 1(x)) ! G 0

olur. Gelelim ikinci koflula. x ! X, y ! Y ve n !  "için, 

(x, n, y) ! G 0

koflulunun sa¤land›¤›n› varsayal›m. G 0 ( G oldu¤undan

(x, n, y) ! G

ve dolay›s›yla 

(x, Sn, &(x, y)) ! G.

E¤er 

(x, Sn, &(x, y)) =  (x0, Sn0, y1)

olsayd›,

x = x0,

Sn = Sn0,

&(x, y) =  y1
olurdu. Demek ki

n = n0.

Bunlardan,

(x0, n0, y) = (x, n, y) ! G

ç›kar. Ama ayn› zamanda

(x0, n0, y0) ! G.

Demek ki, tümevar›m varsay›m›na göre,

y = y0.

Buradan

&(x0, y0) = &(x, y) =  y1
buluruz. Çeliflki. Demek ki

(x, Sn, &(x, y)) # (x0, Sn0, y1)

Yani 

(x, Sn, &(x, y)) / T \ {(n0, Sm0, p1)} = T 0.

Böylece T 0 kümesinin güzel oldu¤unu kan›tlad›k. Bu da elde et-

mek istedi¤imiz nihai çeliflkidir. n



Bu teoremin çok önemli bir sonucu vard›r: E¤er ƒ : X " X

bir fonksiyon ve x0 ! X ise, her n !  için ƒn( x0) de¤erini alan

bir h :  " X fonksiyonu vard›r:

Sonuç 3A.2. X bir küme, ƒ : X " X bir fonksiyon ve x0 ! X

bir eleman olsun. O zaman,

{x0, ƒ(x0), ƒ2(x0), ƒ3(x0), ... }

toplulu¤u bir kümedir. Daha do¤ru bir ifadeyle, öyle bir ve bir

tane

h :  " X

fonksiyonu vard›r ki,

h(0) = x0,

ve her n !  için,

h(Sn) = ƒ(h(n))

olur. Bir baflka ifadeyle, X ’in x0’› içeren ve ƒ alt›nda kapal› en

küçük altkümesi vard›r.

Kan›t: Bu sonucun standart kan›t›, X ’in x0’› içeren ve ƒ al-

t›nda kapal› tüm altkümelerinin kesiflimini almakt›r (X, bu tür

altkümelerden biridir), yani asl›nda Teorem 3A.1’in kan›t›n› bu

duruma uyarlamakt›r. Biz do¤rudan Teorem 3A.1’den yararla-

naca¤›z.

1: X " X fonksiyonu, 

1(x) = x0
olarak tan›mlans›n, yani sabit x0 fonksiyonu olsun.

&: X * X " X fonksiyonu da

&(x, y) = ƒ(y)

olarak tan›mlans›n. Teorem 3.22’ye göre, öyle bir 

g : X *  " X

fonksiyonu vard›r ki,

g(x, 0) = 1(x) = x0,

g(x, Sn) = &(x, g(x, n)) = ƒ(g(x, n))

olur. Kan›t için gerekmez ama, n üzerine tümevar›mla, g(x, n)

de¤erinin x’ten ba¤›ms›z oldu¤u kan›tlanabilir.
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u :  " X *  

fonksiyonu

u(n) = (x0, n)

kural›yla tan›mlans›n.

h = g ◦ u :  " X

olsun. O zaman,

h(0) = (g ◦ u)(0) = g(u(0)) = g(x0, 0) = x0,

ve

h(Sn) = (g ◦ u)(Sn) = g(u(Sn)) = g(x0, Sn)

= ƒ(g(x0, n)) = ƒ(g(u(n))) = ƒ((g ◦ u)(n))

= ƒ(h(n))

olur. h( ) varl›¤› kan›tlanmak istenen kümedir. n
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Ö
nceki bölümlerde, do¤al say› yap›s›n›, P1 ve P2 özellik-

lerini sa¤layan bir ( , 0, S) üçlüsü olarak tan›mlad›k

ve varl›¤›n› gösterdik. Ard›ndan toplama ve çarpmay›

tan›mlay›p bu iki ifllemin önemli özelliklerini ortaya gösterdik.

Bu bölümde P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan (tan›mlanacak bir

anlamda) en fazla bir ( , 0, S) yap›s› oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

Tan›m:  ve  0 birer küme, 0 !  , 00 !  0 ve S :  "  

ve S 0 :  0 "  0 birer fonksiyon olsun. E¤er

ƒ(0) = 00

ve her x !  için

ƒ(Sx) = S0(ƒ(x))

eflitliklerini sa¤layan bir ƒ :  "  0 efllemesi varsa, ( , 0, S) ve

( 0, 00, S 0) üçlülerine ���������ya da �	
�
�
denir. ƒ eflleme-

sine de ��������������ya da �	
�
�
�	��ad› verilir.

Teorem 3B.1 [Dedekind]. ( , 0, S) ve ( 0, 00, S 0) üçlüleri

P1 ve P2 özelliklerini sa¤las›nlar. (‹kincisi muadil özellikleri

sa¤layacak elbette: P1 ve P2’de  , 0 ve S simgelerine 0 iflaretini

ekleyin.) O zaman ( , 0, S) ve ( 0, 00, S 0) üçlüleri eflyap›sald›r-

lar ve birinden di¤erine giden tek bir eflyap› efllemesi vard›r.
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Kan›t: Teorem 3.22’de X =  , Y =  0, 1 = s00 (sabit 00 fonk-

siyonu) ve &(x, y) = S 0y alal›m. &’nin de¤erinin birinci koordi-

nattan ba¤›ms›z oldu¤una dikkatinizi çekerim. ƒ bu teoremde

bulunan fonksiyon olsun:

ƒ :  *  "  0

ve 

ƒ(x, 0) = 1(x) = 00,

ƒ(x, Sn) = &(x, ƒ(x, n)) = S 0(ƒ(x, n))

olur. ƒ’nin de¤erinin birinci koordinattan ba¤›ms›z oldu¤u n

üzerine tümevar›mla gösterilebilir. Dolay›s›yla ƒ ’yi ikinci koor-

dinat›n fonksiyonu olarak görebiliriz. Böylece bulunan

ƒ :  "  0

fonksiyonu her n !  için

ƒ(0) = 00,

ƒ(Sn) = S 0(ƒ(n))

eflitliklerinfli sa¤lar. Böylece istenen eflitlik kan›tlanm›fl oldu.

0’dan baflka 00 de¤erini alan  ’nin bir baflka eleman› olmad›-

¤› belli: n ! \ {0} ise, bir m ! için n = Sm olur ve o zaman da 

ƒ(n) = ƒ(Sm) = S 0(ƒ(m)) # 00

olur.

E¤er m !  0 (tümevar›m varsay›m›ndan dolay›) tek bir n !

 taraf›ndan vuruluyorsa, o zaman S 0m’nin de Sn taraf›ndan

vuruldu¤unu kan›tlamak zor de¤il:

ƒ(Sn) = S 0(ƒ(n))  = S 0m.

Demek ki ƒ örten bir fonksiyon. E¤er ayr›ca

ƒ(p) = S 0m

ise, bir önceki paragrafa göre, p, 0 olamaz ve bir q !  için p

= Sq olur. Dolay›s›yla

S 0(m) = ƒ(p) = ƒ(Sq) = S 0(ƒ(q))

olur ve P1’den dolay› m = ƒ(q), yani ƒ(n) = ƒ(q) bulunur. Tü-

mevar›m varsay›m›ndan n = q ç›kar. Demek ki ƒ birebir bir

fonksiyon.
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fiimdi ƒ’den baflka bir eflyap› efllemesi olmad›¤›n› kan›tlaya-

l›m. Diyelim g de böyle bir eflyap› efllemesi. O zaman g91
◦ ƒ

bileflkesi  ’den  ’ye giden bir eflyap› eflleflmesi olur. Demek ki

 ’den  ’ye giden bir eflyap› eflleflmesinin Id oldu¤unu kan›t-

lamal›y›z. h :  "  bir eflyap› eflleflmesi olsun. h(n) = n eflitli-

¤ini n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

h(0)’›n 0 olmas› gerekti¤ini yukarda gördük. ( 0 yerine  

al›n.) Ayr›ca h(n) = n ise h(Sn) = S(h(n)) = S(n) olur. n üzerine

tümevar›m istedi¤imiz kolayca verir. n


