3A*, Tumevarim Teoremi

Toplamayla carpma fonksiyonlarinin varliginin kanitlandi-
g1 Teorem 3.1 ve 3.8’ genellestirecegiz. Teorem, eger
y:X—>Xvep: XxX—>X
iki fonksiyonsa, her x € X igin,

flx, 0) = y(x)

flx, 1) = o(x, y(x))

flx, 2) = o(x, ¢(x, y(x)))

fx, 3) = 9lx, o(x, 0(x, w(x))))

gibi esitlikleri saglayan bir f : X x N — X fonksiyonu oldugu-
nu soyleyecek ve bu teorem sayesinde fonksiyonlarimizi tiime-
varimla tanimlayabilecegiz.

Timevarim Teoremi 3A.1. X bir kiime olsun.
y:X>Yvep: XxY->Y

iki fonksiyon olsun. O zaman her x € X ve her n € N icin,
f(x, 0) = y(x),
f(x, Sn) = olx, f(x, n)

esitliklerini saglayan bir ve bir tek

f:XxN->Y
fonksiyonu vardir.
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Kanita baglamadan 6nce teoremin toplamayi ve ¢arpmayi
nasil tammladigini gorelim.

Toplama. Teoremde X = Y = N, y = Idy (6zdeslik fonksi-
yonu) ve ¢ = S o pr,, yani @(x, ) = Sn olarak alalim. O zaman
elde edilen fonksiyon,

f(x, 0) = x,

f(x, Sn) = S(f(x, n))
esitliklerini saglar; bunlar da aynen toplamanin saglamasi ge-
rektigi esitliklerdir.

Carpma. Teoremde X = Y = N, y = s (sabit 0 fonksiyonu)
ve @’yi yukarda varligi (bir kez daha) kanitlanan toplama fonk-
siyonu olarak alalim, yani ¢(x, #) = # + x olarak alalim. (Ozel-
likle x + 7 yerine 7 + x yazdik.) O zaman elde edilen fonksiyon,

fl(x,0) =0,

flx,Sn) = f(x,n) +n
esitliklerini saglar; bunlar da aynen ¢arpmanin saglamasi ge-
rektigi esitliklerdir.

Aligtirmalar
3A.1. Tumevarim Teoremi’ni kullanarak, ortaokuldan beri
bildigimiz f(x, y) = x¥ fonksiyonunu tanimlayimn. (Not: x0 = 1
olsun, bu varsayima 00 = 1 esitligi de dahildir.)
3A.2. S bir kiime, a € S, ve y : S — S bir fonksiyon olsun.
f(0)=a
ve her n € N icin
[(8n) = y(f(n))
esitliklerini saglayan bir f : N — S fonksiyonunun varhigini ka-
nitlayn.
3A.3. X bir kiime ve o : X — X bir fonksiyon olsun. Yu-
kardaki alistirmadan yararlanarak,
f(n)=oa”=o o -+ o o (n defa)
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esitligini saglayan bir
f : N - Fonk(X, X)
fonksiyonun varhgni kanitlayin. (a0 = Idy olarak tanimlan-
mustir.) Bundan
{a” : n e N}
ve her x € X igin,
{a(x) : n € N}

topluluklarinin bir kiime olduklarini ¢ikarin.

3A.4. f(n) = n! formiluniin N’den N’ye giden bir fonksiyon
tammladigini kanitlaym.

Timevarim Teoremi’nin Kaniti: Her x € X, y € Y ve her

n e N icin, (X x N) x Y kartezyen carpiminin,
(x, 0, y(x)) € G
ve
(¢, n,9) € G > (x, Sn, p(x,y)) € G

kosullarini saglayan bir G altkiimesine bu kanitlik giizel kiime
diyelim. En az bir giizel kiime vardir: (X x N) x Y. Giizel ku-
melerin kesisiminin gene giizel bir kiime oldugunu kanitlamak
zor degildir. Bu kesisime G diyelim. G en kucuk guzel kiime-
dir, yani tim guzel kiimelerin altkiimesidir. Simdi G’nin bir
grafik oldugunu, dolayisiyla X x N’den Y’ye giden bir fonksi-
yon tanimladigini kanitlayacagiz. G’nin tanimladigi bu fonksi-
yona f dersek, f elbette teoremde istenen esitsizlikleri saglar.
Ayrica, f’nin biricikligi de bariz olur: g teoremde soylendigi gi-
bi bir fonksiyonsa, g’nin grafigi, diyelim G’, giizel bir kiime
olur, dolayisiyla G’yi igerir ama iki grafik ancak esitlerse biri
digerini igerebilir.

Her (x, n) € X x N i¢in

(x,n,y) € G

kogulunu saglayan bir y € Y oldugunun kaniti 7 tizerine tiime-
varimla kolay. Verilmis (x(, 79) € X x N i¢in, yukardaki kosu-
lu saglayan y, € Y elemaninin biricikligini kanitlayalim. Bunu
da n( tizerine timevarimla kanitlayacagz.
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Baslangic Adimi. 7 = 0 varsayimini yapalim.
(x0, 0, w(xg)) € G

oldugunu biliyoruz. Ayrica bir y # y(x) icin,

(x0, 0, ¥9) € G
esitligini varsayalm. G’ = G \ {(x, 0, ()} olsun. G’ kiimesinin
de glizel bir kiime oldugunu kanitlayarak bir celiski elde edece-
giz. Once birinci kosulla basa ¢ikalim. x € X olsun.

(x, 0, y(x)) € G
i¢indeligini biliyoruz. Ama (x, 0, y(x)) tglisii (xq, 0, yq) tgli-
stine esit olamaz yoksa x = x ve y(x) = y, olur, dolayisiyla var-
sayimimizla celisen y(x() = y(x) = y, esitligini elde ederiz. De-
mek ki (x, 0, y(x)) € G'. Ikinci kosula gelince... (x, n,y) € G’
olsun. Demek ki (x, 7, y) € G. Dolayisiyla (x, Sn, ¢(x, y)) € G.
Ama (x, Sn, ¢(x, y)) tuclisu (xq, 0, yo) uclisiine esit olamaz
yoksa Sz = 0 olurdu ve bu da P1 ile gelisirdi. Demek ki istedi-
gimiz gibi (x, Sn, ¢(x, y)) € G'.

Tiimevarim Adimu. 7 € N sayisi, “her x € X i¢in
(x, 10, y) € G
ozelligini saglayan bir ve bir tane y € Y vardir” 6zelligini sag-
lasin. Ayni 6zelligi Sny icin gosterelim. x; € X rastgele bir ele-
man olsun. Bir ve bir tek y; € Y icin
(xo, ngo, yo) e G.
Demek ki,
(x05 Smg, ®(x0, ¥9)) € G.
Diyelim bir ¢(x(, yg) # y1 € Y i¢in
(x0, S, y1) € G.
Simdi G’ kiimesini soyle tanimlayalim:
G' = G\ {(xq, Sng, y1)}-
G' kiimesinin giizel oldugunu kanitlayarak G’nin en kiigiik gi-
zel kiime olmasiyla celisecegiz. Once birinci kosulun saglandi-
g gosterelim. Her x € X,
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(x, 0, y(x)) € G
oldugundan, ve P1’den dolayi (x, 0, y(x)) t¢lusti G’den ¢ikari-
lan (x(, Sng, y1) elemanina esit olamayacagindan,
(x, 0, y(x)) € G’
olur. Gelelim ikinci kosula. x € X,y € Yven € N icin,
(x,n,y) € G’
kosulunun saglandigini varsayalim. G’ < G oldugundan
(x,n,y) € G
ve dolayisiyla
(xy Sny @(x, y)) € G.

Eger
(xa Sﬂ, (P(xa y)) = (x09 S?l(), yl)

olsaydi,

X = X0,

Sn = Sny,

(P(xa )’) =1
olurdu. Demek ki

n = 710.

Bunlardan,

(xO) ny, )’) = (xa n, B’) eG
¢ikar. Ama ayni zamanda

(an 7’10, yO) € G
Demek ki, timevarim varsayimina gore,
Y =DYo-

Buradan

¢(x0, ¥o) = 0(x, ¥) = ¥
buluruz. Celigki. Demek ki

(x’ S?l, (P(xa }’)) # (x09 Sﬂo, yl)
Yani
(xa S?Z, (P(xa y)) g T\ {(7’10, Sﬂ’lo, pl)} =T

Boylece T' kiimesinin glizel oldugunu kanitladik. Bu da elde et-
mek istedigimiz nihai celiskidir. (]
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Bu teoremin ¢cok 6nemli bir sonucu vardir: Eger f: X — X
bir fonksiyon ve x € X ise, her 7 € N icin f7( x)) degerini alan
bir » : N — X fonksiyonu vardir:

Sonug¢ 3A.2. X bir kiime, f : X — X bir fonksiyon ve xy € X
bir eleman olsun. O zaman,

{xO:v f(xO)a fz(x())) f3(x0)3 }
toplulugu bir kiimedir. Daba dogru bir ifadeyle, 6yle bir ve bir

tane
h:N-—->X
fonksiyonu vardr ki,
h(0) = x,
ve her n € N icin,
h(Sn) = f(h(n))

olur. Bir baska ifadeyle, X’in xy’1 iceren ve f altinda kapali en
kiiciik altkiimesi vardir.

Kanit: Bu sonucun standart kaniti, X’in x(’1 iceren ve f al-
tinda kapali tim altkiimelerinin kesisimini almaktir (X, bu tir
altkiimelerden biridir), yani aslinda Teorem 3A.1’in kanitin1 bu
duruma uyarlamaktir. Biz dogrudan Teorem 3A.1’den yararla-
nacagiz.

y: X — X fonksiyonu,

v(x) = xg
olarak tanimlansin, yani sabit x( fonksiyonu olsun.
¢: X x X - X fonksiyonu da
o(x, y) = f(y)
olarak tanimlansin. Teorem 3.22’ye gore, Oyle bir
g: XxN->X
fonksiyonu vardir ki,
8(x, 0) = y(x) = xo,
8lx, $n) = o(x, g(x, n)) = f(g(x, n))
olur. Kanit i¢in gerekmez ama, 7 tizerine timevarimla, g(x, 7)
degerinin x’ten bagimsiz oldugu kanitlanabilir.
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u:N->XxN
fonksiyonu
u(n) = (xq, n)
kuraliyla tanimlansin.
h=gou:N->X
olsun. O zaman,
h(0) = (g © u)(0) = g(u(0)) = g(xq, 0) = xq,
ve
h(Sn) = (g o u)(Sn) = g(u(Sn)) = glxg, Sn)
= f(g(xg, 7)) = f(g(u(n))) = f((g © u)(n))
= f(h(n))

olur. h(N) varhg kanitlanmak istenen kiimedir.
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>\ nceki boliimlerde, dogal say1 yapisini, P1 ve P2 6zellik-
O lerini saglayan bir (N, 0, S) tigliisii olarak tamimladik
ve varhigini gosterdik. Ardindan toplama ve ¢arpmayi
tanimlayip bu iki islemin 6nemli 6zelliklerini ortaya gosterdik.

Bu boliimde P1 ve P2 o6zelliklerini saglayan (tanimlanacak bir
anlamda) en fazla bir (N, 0, S) yapisi oldugunu kanitlayacagiz.

Tanim: N ve N’ birer kime, 0 e N, 0’ e N've S: N > N

ve S8’ : N’ - N’ birer fonksiyon olsun. Eger
f0) =0
ve her x € N icin
f(8x) = S'(f(x))

esitliklerini saglayan bir f : N — N’ eslemesi varsa, (N, 0, S) ve
(N, 07, S') tgliilerine esyapisal ya da izomorf denir. f esleme-
sine de egyap1 eslemesi ya da izomorfizma adi verilir.

Teorem 3B.1 [Dedekind]. (N, 0, S) ve (N, 0, ") zicliileri
P1 ve P2 ozelliklerini saglasinlar. (Ikincisi muadil ozellikleri
saglayacak elbette: P1 ve P2’de N, 0 ve S simgelerine ' isaretini
ekleyin.) O zaman (N, 0, S) ve (N', 0', ") dicliileri esyapisaldir-
lar ve birinden digerine giden tek bir esyapi eslemesi vardir.

119




120 3B*. Dogal Sayilarin Biricikligi

Kanit: Teorem 3.22°de X = N, Y = N/, y = s (sabit 0’ fonk-
siyonu) ve ¢(x, y) = S'y alalm. ¢’nin degerinin birinci koordi-
nattan bagimsiz olduguna dikkatinizi ¢cekerim. f bu teoremde
bulunan fonksiyon olsun:

f:NxN-o>N
ve
f(x, 0) = yix) = 0,
f(x, Sn) = olx, flx, n)) = S"(F(x, n)
olur. f’nin degerinin birinci koordinattan bagimsiz oldugu »n
tizerine timevarimla gosterilebilir. Dolayisiyla f’yi ikinci koor-
dinatin fonksiyonu olarak gorebiliriz. Boylece bulunan

f:N->N
fonksiyonu her 7 € N icin
f(0) =0,

£($n) = S'(f(m)
esitlikleringi saglar. Boylece istenen esitlik kanitlanmis oldu.
0’dan bagka 0’ degerini alan N’nin bir baska elemani olmadi-
g1 belli: n € N\ {0} ise, bir 72 € N i¢cin 7 = Sm olur ve 0 zaman da
f(n) = £(Sm) = S'(f(m)) % O
olur.
Eger m € N’ (timevarim varsayimindan dolay1) tek bir 7
N tarafindan vuruluyorsa, o zaman S'm’nin de Sn tarafindan
vuruldugunu kanitlamak zor degil:
f(8n) =§'(f(n)) =S'm.
Demek ki f orten bir fonksiyon. Eger ayrica
flp) =8'm
ise, bir onceki paragrafa gore, p, 0 olamaz ve bir ¢ € N icin p
= Sq olur. Dolayisiyla
S'(m) = F(p) = £(Sq) = S'(F(9))
olur ve P1’den dolay1 m = f(q), yani f(n) = f(q) bulunur. Tu-
mevarim varsayimindan 7z = g ¢ikar. Demek ki f birebir bir
fonksiyon.
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Simdi f’den baska bir esyap1 eslemesi olmadigini kanitlaya-
lim. Diyelim g de boyle bir esyap1 eslemesi. O zaman g1 o f
bileskesi N’den N’ye giden bir egyap1 eslesmesi olur. Demek ki
N’den N’ye giden bir esyap: eslesmesinin Idy oldugunu kanit-
lamaliyiz. » : N — N bir egyap1 eslesmesi olsun. h(n) = 7 esitli-
gini 7 Uzerine timevarimla kanitlayacagiz.

h(0)’m O olmasi gerektigini yukarda gordiik. (N’ yerine N
alin.) Ayrica h(n) = n ise h(Sn) = S(h(n)) = S(n) olur. n tizerine
timevarim istedigimiz kolayca verir. O



