Bolum 22

SECME AKSIYOMU

SECME AKSIYOMU VE ESDEGERLERI

22.1 GIRIS

Bir X kiimesi diigiinelim. Bu kiime ya bogtur ya degildir. Degilse, X kiimesine
ait bir 6ge segilebilir. Simdi bagka bir Y kiimesi daha diigiinelim. X ile Y nin
kartezyen carpimint X x Y ile gGstermigtik. Eger X ile Y den birisi ya da
ikisi de bogsa X x Y de bog olacaktir. Eger her ikisi de bog degilse, bir x €
X ve bir y € Y vardir ve bu iki 6genin olugturdugu (z,y) sirali ¢ifti X x Y
kartezyen carpimina aittir; dolayisiyla bu kartezyen ¢arpim bog kiime degildir.
Bu diigiiniigle, giderek, sonlu sayida bir kiimeler ailesinin kartezyen carpiminin
bos olmasi icin, bu kiimelerden en az birisinin bog olmasinin gerekli ve yeterli
oldugunu sdyleyebiliriz. Bunu bagka tiirlii séylersek, "Sonlu sayida bos olmayan
kiimelerin kartezyen carpima bos degildir” diyebiliriz. Gercekten, bunu sonlu
time varim yontemiyle kolayca gosterebiliriz.

Acaba ilk bakigta pek dogal goriinen bu 6zeligi, sonsuz sayida kiimeler ailesi
icin de sdyleyebilir miyiz? Cebir, analiz, topoloji gibi alanlarda 6nemli bir arag
olarak kullanilan bu 6zelik ve buna egdeger olan bagka 6zeliklerin varhig: ispat-
lanamadi. Bunun iizerine, 1900 yillarinda Alman matematik¢i Ernst Zermelo
bu 6zeligin bir aksiyom olarak kabul edilmesini 6nerdi. "Se¢me Aksiyomu" diye
adlandirilan bu 6zeligi soyle ifade edebiliriz:

Teorem 22.1.1. [Se¢me Aksiyomu] Bog olmayan kiimelerden olugan bos ol-
mayan bir ailenin kartezyen ¢arpimi bog degildir.

Bunu daha iyi agiklamak i¢in herhangi bir {4, : ¢+ € I'} ailesinin kartezyen
carpimini animsayalim: IT,c 7 A, ile gosterdigimiz bu ¢arpim, her ¢ € I igin f(i) €
A, kogulunu saglayan biitiin

rr=ya (22.1)

el
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fonksiyonlarinin olugturdugu kiime idi. Bu f fonksiyonlarindan herbirisine bir
se¢me fonksiyonu denilir. Kartezyen carpimin bog olmamas: demek, en az bir
se¢me fonksiyonu var demektir (bkz. (22.1))

Hemen belirtelim ki Se¢me Aksiyomu, yukaridakine denk olan degisik bagka
bi¢imlerde de ifade edilebilir. Biraz sonra onlar1 gérecegiz.

22.2 SECME AKSiYOMU BAGIMSIZDIR

Se¢me Aksiyomu matematikte 6nemli uygulamalar: olan bir varsayimdir. Bu
bakimdan, matematik¢ilere biiyiik bir caligma konusu olmugtur. Burada, Se¢me
Aksiyomu icin de, Sirey Hipotezi icin elde edilen sonuclarin benzerlerinin var-
ligini séylemekle yetinecegiz. Bu sonuclar, yine, Kurt Gédel (1940) ve Paul Co-
hen (1965) tarafindan verilmistir. Kisaca dzetlersek, Gaodel, Kiimeler Kuraminin
aksiyomlarina Se¢me Aksiyomu eklendiginde sistemde bir celigki dogmadigini;
yani, Kiimeler Kuraminin 6teki aksiyomlariyla birlikte Se¢me Aksiyomunun
celismez bir sistem olugturdugunu gosterdi. Cohen ise, Se¢gme Aksiyomunun,
Kiimeler Kuraminin 6teki aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu gosterdi. Buna
gore, Secme Aksiyomunu varsayan bir Kiimeler Kurami kurulabildigi gibi, bu
aksiyomu varsaymayan bir Kimeler Kurams da kurulabilir. Her iki sistem kendi
iglerinde tutarhdir (¢eligmez), ama birbirlerinden farkli sistemler olurlar. [10]

22.3 SABIT NOKTA TEOREMI

Tanim 22.3.1. Tikel sirali bir kiimenin tiimel siral her alt kiimesi bir zincirdir.
Ozel olarak, tiimel sirali her kiime bir zincirdir.

Tanim 22.3.2. (F, <) tikel siralanmig sistem ve a € E olsun. E nin agagidaki
ii¢ Ozelige sahip bir B alt kiimesine i¢eren bir kiime diyecegiz:

(i) aeB

(ii) f(B)CB

(iii) B igindeki her zincirin en kiigiik {ist sinir1 yine B ye aittir.
Teorem 22.3.1. (E, X) tikel siralanmag sistemi i¢indeki her zincirin bir st

stmrs var olsun. Eger f : E — E azalmayan bir fonksiyon ise, f fonksiyonu
altinda sabit kalan bir w € E dgesi vardar.

IsPAT:
reFE=ux2<f(x) (22.2)
ise

(Fw e E) flw) =w (22.3)
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oldugunu gostermeliyiz.

Bir a € FE 6gesi secelim. Bu ispat boyunca sectigimiz bu a 6gesi sabit kalacak-
tir. E nin biitiin iceren alt kiimelerinden olugan aileye & diyelim. E kiimesinin
i¢eren bir kiime oldugu apaciktir; yani £ ailesi bog degildir. Kolayca goriilecegi
iizere iceren kiimelerin arakesiti de iceren bir kiimedir; Oyleyse,

A=nN#B=n{B : Be B} (22.4)
arakesiti, en kiiciik iceren kiimedir. Simdi
A={recE|la=<1z} (22.5)

kiimesini diigiinelim. Bunun iceren bir kiime oldugunu gosterecegiz, a € A
oldugu apagiktir; yani A kiimesi (i) kogulunu saglar.

A kiimesinin ve f fonksiyonunun tanimindan, her z € Aigina < x < f(z) €
E cikar. Oyleyse f(A) C A olur; yani (i) kosulu saglanir.

Son olarak, A i¢inde herhangi bir Z zinciri alalim. Z nin en kii¢iik tist sinir
t olsun. Eger ¢ ¢ A olsaydi, A nin tanimi geregince, ¢ < a olurdu. Ote yandan,
her r € Z i¢in r» <t dir. Su halde, her r € Z i¢in r < ¢ < a olacaktir, ki bu, A
kiimesi Z yi kapsamaz, demektir. Bu ¢eligki kabuliimiizden geldigine gore, t € A
olmalidir; yani (i4¢) kogulu da saglanir.

Bdylece A nin igeren bir kiime oldugu goriiliiyor. Ohalde, en kiigiik iceren
kiimeyi kapsar; yani A C A dir. Buradan

(iv ceA=a=x
oldugu ¢ikar. Simdi de bir P kiimesini goyle tanimlayalim:
P={zcAl(yecAny=22x)= f(y) 2 x} (22.6)
Bu kiimenin bog olmadigim gérmek i¢in, 6rnegin,
acP (22.7)

oldugunu hemen gosterebiliriz. Gergekten, (iv) geregince, higbir y € Aicin y < a
olamayacagindan, (22.6) tanimindaki 6nerme dogru olur.

Buradan hemen goriilecegi iizere, a 6gesi, P nin en kiigiik 6gesidir. Simdi
P icinde sabit bir p 6gesi secelim ve buna baglh olan bir M), kiimesini g6yle
tanimlayalim:

M, ={meAlm=pV f(p) < m} (22.8)
Teoremin ispatim agagidaki beg adimnda tamamlayabilecegiz.

1.Adim: M, iceren bir kiimedir.
a 6gesi, P nin en kiiciik 6gesi oldugundan, a < p dir. Oyleyse, (22.8) den,
a € M, olur. Demek ki M), kiimesi (i) kogulunu saghyor.
Simdi M, nin (i3) kogulunu sagladigin1 gésterelim. Herhangi bir m € M,
secelim. U¢ durum vardir:
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1.Durum: Eger f(p) < m ise, (22.2) den, f(p) = m < f(m) olur, ki bu
(22.8) geregince f(m) € M, olmas: demektir.

2.Durum: m = p ise f(m) = f(p) olur. Oysa p € M, ve f(p) € M,
oldugu (22.8) den hemen goriiliir.

3.Durum: m < p ise, p € P oldugundan, (22.6) geregince, f(m) < p
olacaktir, ki bu (22.8) den f(m) € M, olmasi demektir.

Boylece f(M,) C M, gkar.

Simdi de p € M, nin (i79) kosulunu sagladigimi gésterelim. N kiimesi, M,
icinde herhangi bir zincir ve N nin en kiiciik iist sinir1 u olsun. N C M,
oldugundan, (22.8) geregince, iki durum diigiiniilebilir:

Ya her y € N igin y < p dir ya da f(p) < y kosulunu saglayan baz
y € N ogeleri vardir. Birinci durum varsa, p, N kiimesinin bir iist siniridir;
dolayisiyla, p, N nin en kiigiik iist sinirindan kii¢iik olamaz; yani v < p dir.
Bu durumda, (22.8) geregince, u € M, olur. Tkinci durum varsa; yani bazi
(belki de her) y € N igin f(p) < y kosulu saglanmiyorsa, y < u oldugundan,
yine f(p) =< u olacaktir. Bu durumda da, (22.8) geregince, u € M, olur.

Boylece M, nin i¢eren bir kiime oldugunu gostermis oluyoruz.

2.Adim: M, = A dir.

1.Adimdan M, € % c¢kar. Ohalde (22.4) geregince M, D A olacaktir.
Oysa (22.8) den, M, C A olarak tanimlanmigtir. Demek ki M, = A dir.
Bu esitlikten su 6zeligi yazabiliriz:

(v) (xePVvzeA) = (z32V f(zr)X2)

3.Adim: P = A dir.

a € P oldugunu (22.7) den biliyoruz; yani P kiimesi (¢) kogulunu saglar.
Simdi P nin (4¢) kosulunu sagladiginmi gosterelim. Herhangi bir 2 € P
verilsin, f(x) € P oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in, (22.6)) geregince,

(ze AN (z=f(x) = fz) = f(x) (22.9)

oldugunu gostermeliyiz, (v) geregince, x € P ve z € A varsayimimiz ya
z =z yada f(z) < z olmasm gerektirir. Oysa ikinci durum z < f(x)
oldugu kabuliimiize aylaridir. Demek ki yalnizca z < x durumu varolabilir.
x € P oldugundan, eger z < x ise, (22.6) ve (22.2) den f(z) = =z < f(x)
olur. Eger z = x ise f(z) = f(x) olur. Boylece x € P ise f(x) € P olduguy;
yani f(P) C P oldugu goriiliir.

Son olarak, P nin (iii) kogulunu sagladigini gosterelim. P iginde bir F
zinciri verilsin. F' nin en kii¢iik iist simirma v diyelim, v € P oldugunu
gostermek igin, (22.6) ya gore,

(ze ANz =<v)= f(z) 2w (22.10)
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oldugunu gostermeliyiz, (v) den hemen goriilecegi lizere, her x € F igin ya
z =z yadazx < f(xr) < z olacaktir. Eger ikincisi saglaniyor olsaydi v < 2
olurdu, ki bu kabuliimiize aykiridir. Ohalde her = € F i¢in z < x olacaktir.
Eger z < x ise f(z) < ¢ < v (P nin tammindan) olur. Eger z = zise z # v
oldugundan, F i¢inde 6yle bir y 6gesi vardir ki z < y olur; aksi halde F' nin
en kiigiik {ist sinir1 v degil z olmal idi, ki bu olamaz. Ohalde f(z) <y <v
olacaktir. Demek ki her iki halde de (22.10) saglaniyor; Oyleyse v € P dir.

Baoylece P nin i¢eren bir kiime oldugu gosterilmig olmaktadir; dolayisiyla
(22.4) den P D A g¢kar. Oysa (22.6) tamimindan P C A dir. Demek ki
P = A dir.

4.Adim: A kiimesi F i¢inde bir zincirdir.

A = P oldugunu diigiiniirsek (v) den her z,z € A i¢in ya z < z ya da
x =X f(z) < z gkar; yani

r,z€ A= (z=<1z)V(x = 2) (22.11)

olur, ki bu, A min F i¢inde tam sirali bir alt kiime oldugunu, dolayisiyla
bir zincir oldugunu sdyler.

5.Adim: A nin en kii¢iik {ist sinir1 f nin sabit bir noktasidir.

A mn en kii¢iik {ist simirina w diyelim. A kiimesi i¢eren oldugundan, w € A
ve dolayisiyla f(w) € A dir. En kiiglik tist sinir tanimina gore f(w) < w
olmak zorundadir. Oysa (22.2) den, w < f(w) dir. dyleyse w = f(w)
olacaktur.

22.4 SA ve ESDEGERLERI

Matematigin birgok probleminde dogrudan dogruya Se¢me Aksiyomu (SA) kul-
lanmilmaz. Se¢gme Aksiyomu yerine ona egdeger olan bazi Gzelikler kullanilir.
Gergekte, Segme Aksiyomunun egdegerleri pek ¢oktur. Ancak burada, ¢ok sik
kullanilan ii¢ tanesini vermekle yetinecegiz.

Onerme 22.4.1. Asagidaki énermeler birbirlerine esdegerdir.

SA Se¢me Aksiyomu: Bogolmayan kiimelerden olugan bog olmayan bir ailenin
kartezyen carpimi bog degildir.

HB Hausdorff Biiyiikgelik Ilkesi: Bog olmayan tikel siralanmig her kiime
i¢cinde daima biiyiikge (maksimal) bir zincir vardir.

ZT Zorn Teoremi: Bog olmayan ve her zinciri bir iist sinira sahip olan tikel
siralanmig bir kiimenin biiyiikce bir 6gesi vardir.

WO Iyi Siralama Teoremi: |Zermelo| Her kiime iyi siralanabilir.
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IspAT: Bu dért Onermenin birbirlerine denk oldugunu ispatlamak icin su siray:
izleyecegiz:

[SA] = [HB] = [ZT] = [WO] = [S4]

SA = HB Se¢me Aksiyomunu varsayarsak, gésterecegiz ki bog olmayan tikel
siralanmig her kiime icinde biiyiikce bir zincir vardir. Bunu biraz daha acik-
layalim: (L, <) tikel siralanmig bir kiime olsun. L igindeki biitiin zincirler-
den olugan aileye . diyelim; yani ., L nin tiimel (tam) sirali biitiin alt
kiimelerinin ailesi olsun. . ailesi kapsama bagintisina gore tikel siralidir.
Gosterecegiz ki (&£, C) tikel siralanmig sisteminin bir biyikce dgesi vardar.
Ispat1 olmayana ergi yontemiyle yapacagiz. (£, C) tikel siralanmig sis-
teminin biiyiikce bir 6gesi var olmasin. Bu durumda her A Ggesinden
(kiimesinden) daha biiyiik olan; yani A C B olan, bir B € £ kiimesi
daima varolacaktir. Buna gore, her A € .& icin

Zr={Be¥|A¢ B} (22.12)
ailesini tanimlayalim.
0#LsCc” (22.13)
olacag1 apagciktir, 6yleyse
o ={ZLs|A e L} (22.14)

ailesi bog olmayan %4 kiimelerinden olugan bos olmayan bir ailedir. Se¢me
Aksiyomuna gore (22.14) ailesinin kartezyen ¢arpimi bog degildir; yani yle

bir
f:2— | % (22.15)
Aey
fonksiyonu vardir ki
Ae L = f(A) e 2 (22.16)
olur. (22.12) ve (22.16) den
Ae L= A¢ f(A) (22.17)
cikar. Oysa (22.13) ve (22.15) den
[ L (22.18)

yazabiliriz. (22.17) kogulu (¢ C) sistemi ile bu f fonksiyonunun Sabit
Nokta Teoreminin kogullarimi sagladigimi gosterir. Oyleyse

3 e 2)f(Q) =0 (22.19)

olmahdir. (22.17) ile (22.18) nin celigikligi, (. C) sisteminin biiyiikce
bir 6gesinin var olmadigi kabuliimiizden gelmektedir. Demek ki % nin bir
biiyiikce 6gesi vardir. . nin tanimi geregince, varhgim sdyledigimiz bu
biiyiik¢e 6ge (£, <) iginde bir biiyiik zincirdir,



22.4. SA VE ESDEGERLERI 265

HB = ZT: Hausdorff Biyiklik Ilkesini kabul ederek Zorn Teoremini ispat
edecegiz. (&, =) tikel siralanmig bir sistem olsun. [HBi| geregince, bunun
i¢inde biiyiik bir zincir vardir. Bu zinciri D ile gosterelim. [ZT] nin varsa-
yimindan D nin bir iist simir1 vardir; buna z diyelim. Gosterecegiz ki bu x
6gesi (£, <) nin biyiikce bir 6gesidir. Gergekten, x < y kogulunu saglayan
bir y € £\ D 6gesi var olsaydi, D biiyiikge bir zincir oldugundan D U {y}
kiimesi de aym1 < bagintisina gore bir zincir olurdu. Oysa D biiyiikce bir
zincir oldugundan bunu kapsayan bagka bir zincir var olamaz. O halde hig
bir y € .Z igin # < y olamaz; yani z dgesi (£, =) sisteminin biyikce(mak-
simal) bir 6gesidir.

ZT = WO: S herhangi bir kiime olsun. Biitiin G C S x S grafikleri i¢inde
Oyle bir tanesinin varhgini gésterecegiz ki, bu grafige tekabiil eden baginti,

S iizerinde bir iyi siralama bagintisi olacaktir. Ispati dért adimda tamam-
layacagiz.

1.Adim: Grafik ile bagint1 birbirlerini tek olarak belirlediklerine gére, yalnizca
grafiklerle ilgilenmek yetecektir. Once bir gosterim tanimlayacagiz:
Eger A, S nin herhangi bir G grafiginin temsil ettigi bagintiya gore
iyi siralanmig bir alt kiimesi ise, bunu kisaca, (4, G) ile gosterelim.
S kiimesinin herhangi bir bagintiya gore iyi siralanmig biitiin alt
kiimelerinin ailesini 2 ile gosterelim:

Z ={(A,G)|G, AC S iizerinde bir iyi siralama grafigidir}
(22.20)

Simdi 2 iizerinde < simgesiyle gosterecegimiz bir bagintiy1 sdyle
tammlayalim: Her A, G), (A, G’) € & igin
(a) AcCA
(A,G) < (A, GYe b)) Gcd
() zeAnyeA\NA= (z,y) €CG
(22.21)

olsun. (%, <) nin tikel siralanmis bir sistem oldugu kolayca goriilebilir.
2.Adim:

o ={(A,,G,)|re I}

kiimesi 2 i¢inde bir zincir olsun.

A:Um

el

¢=JaG.

1€1

diyelim. Bu durumda (4, G) € Z dir. Gergekten, A C S olacag agik-
tir. Oyleyse, G C A x A grafiginin belirledigi bagintinin A iizerinde
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bir iyi siralama bagintis: oldugunu gostermek yetecektir. Simdi bunu
gosterelim.

Bagint1 yansimahidir:
r€A=>FH(relNzeA)=(z,2)eG, CG

den istenen gey cikar.

Bagint1 antisimetriktir:
(z,9), (y,2) € G= (Fe I)(Fy € Dl(x,y),(y,z) € G]

dir. Oysa &/ bir zincir oldugundan ya G, C G, ya da G, C G,
dir. Birincisinin oldugunu varsayalim. Bu durumda (z,y) € G, ve
(y,z) € G, dir. G, antisimetrik oldugundan, bu, = y olmasim
gerektirir.

Bagint1 gecgiskendir:
(x’y)7 (yvz) €eG= (HZ € I)(Hj € I)[(x,y), (y,z) € Gz]

dir. Z bir zincir oldugundan ya G, C G, yada G, C G, olacaktir.
Birincisi varolsun. Bu, (z,y) € G; A (y, z) € G?j olmasimi ve bu
da (z,z) € G, C G olmasm gerektirir. Buradan, séz konusu
bagintinin bir tikel siralama bagintisi oldugunu soyleyebiliriz.

Baginti iyi siralamadir: Bunu gostermek i¢in, sézkonusu siralama
bagintisina gore A nin her alt kiimesinin en kii¢iik 6gesinin oldu-
gunu gostermeliyiz. A nin bog olmayan bir alt kiimesine D diye-
lim. DN B, # () olacak sekilde bir 2 € I varolacaktir. DNB, C B,
ve B, iyi sirali oldugundan D N B, C B, nin (B,,G,) i¢inde en
kiigiik 6gesi vardir. Buna b diyelim:

(Ve DNB,) (by)e<a,

dir. Simdi bu b 6gesinin D nin (4, G) iginde en kiigiik Ogesi
oldugunu gosterecegiz. Bir x € D secelim. Iki hal vardir:

b,z) e G, CG
Jyel)ze A = A, L A,
A,,G)) £ (A, G,)

A, Gy) = (4,,G))

dir. b € A,z € (4, \ A) ve (4,,G,) < (4,,G,) oldugundan
(22.21) geregince (b,x) € G, C G olacaktir. Oyleyse b, D nin
(4, G) icinde en kiiciik 6gesidir.

3.Adim: Bundan 6nceki adimda kabul edilen varsayimlar altinda (A, G) , &/
nin bir st smiridir.
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4. Adim:

Bunu gostermek i¢in bir (4,,G,) € o secelim; A, C A ve G, C G
olacaktir. z € A,,y € A ve y ¢ A, oldugunu varsayalm, y € A,
olacak gekilde bir j € I varolacaktir. y € A, ve y ¢ A, oldugundan

(AJ7 G]) ﬁ (A’La G’L)
dir; dolayisiyla
(A, G) < (4,,G))

olacaktir. Simdi = € A, ve y € B, \ B, ise (22.21) geregince, (z,y) €
G, C G ¢ikar. Demek ki

(4, G.) = (A,G)

dir.
Her kiime iyi siralanabilir.

2. ve 3. Adim geregince, (Z, =) tikel siralanmig sistemi igindeki her
zincirin bir st siir1 vardir. Oyleyse, Zorn Teoreminden, bu sistemin
bir en biiyiik 6gesinin varhgini sdyleyebiliriz. £ nin bu biiyiik 6gesine
(B, G) diyelim. B = S oldugunu gosterirsek igimiz bitmig olacaktir.
Bunun i¢in olmayana ergi yontemini kullanacagiz. Eger B # S ise
(3x € S\ B) olur. Bu durumda B U {z} kiimesi iizerinde, grafigi

G*=GU{(a,z)|a € B}
olan bagintiy1 diigiinelim.
(B,G) < (BU{z},G")

olacag1 apagiktir, ki bu (B,G) nin (%, <) i¢inde biiyiikce bir 6ge
olmasiyla celigir. Demek ki B = S dir.

WO = SA: {4,, |+ € I} bosg olmayan kiimelerden olugan bog olmayan bir
aile olsun.

S:UAZ

el

diyelim, Iyi Swralama Teoremi uyarinca, S kiimesi iyi siralanabilir. Bu sira
bagintisini < simgesiyle gosterelim. Her ¢ € [ i¢in, < iyi siralamasina gore,
A, kiimesinin baglangi¢ 6gesi f(z) olsun. Boylece, f fonksiyonu verilen aile
icin bir segme fonksiyonu olur.

[14], [1], [31], [12], [4], [22], [5], [14], [1].[31]



