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 !  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*)"#$%&#'(&() "*+",- '() ./01+(+ "%)#&#+0#"% 2*3#& *&#)#. $#4%&#'(&()5 6*3#& "#$%&#) ! "#$%&# *&2,3,+2#+7 2*3#& "#$%&#)# "%)## 19 $#4%&% *&#+ '() ./01 21  ! "#$%&#*&##.:%)5 ;/+./7 2*3#& "#$%&#) ./01"(+1 19</=&/ *&#+ '() ./01+(+ >31&1)(7 2*3#&"#$%&#)%+ >31&1)($&1 '()1?'() 19&19:()(&1)1.7 #$+% "%)# $#4%"% * ./01$1 :#9%+#'(&()5@,+, 0#:10#:(. 2(&($&1 (A#21 121&(05
A "#$%&#'(&() "*+",- '() ./01 ("1 '() f : N → A '()1?'()?>):1+ B''>C A*+."(?$*+, D#)2%)5 E1) m,n ∈ N (=(+ f(m) = am ∈ A D1 f(n) = an ∈ A 2($1&(05 !"#$ %&'('(' A ≈ N ("17 A ./01"( /-1)(+1

(m,n ∈ N) ∧ (m ≤ n)⇒ (f(m) ≤ f(n))⇔ (am ≤ an) B F5GC"%)#&#0# '#3%+:%"%+% .*$#&%05)"*+$* %&'('(' '()*+, "#$%&%-%"#.% /0$1 (A,≤) " "21-  ! "#$%&#3#$* !"#$% f�) ($( "%)#&% *&",+5 E1) a ∈ A D1 I1) b ∈ A (=(+ {a, b} #&: ./01"(+(+1+ ./=/. >31"( D#)2%)5 O+ ./=/. >31 a ("1 a � b *&,)5 O+ ./=/. >31 b ("1
b � a *&,)5 6*&#$%"%$&# :#0 "%)#&#0# .*9,&&#)% "#3&#+%) B'.-5 L#+%0 M5P5GC .*9,&,"#3&#+%$*)5 !"#$ %&'%'( BQ*+#& >31C' (A,�) 2 91& '9#"-1., "#$%&%.-#; = $ " "21- *&",+D1 I1)I#+<( '() B ⊂ A #&: ./01"( D1)(&"(+5 B +(+ .1+2( (=(+21 ',&,+0#$#+ /":"%+%)&#)%+%+ *&,9:,)2,3, ./01+(+ #&: "%+%)&#)%+%+ 1+ '/$/3/+1J $#+(

α = inf{x |x ∈ A ∧ ∀y(y ∈ B ⇒ y ≺ x)} B F5 C>31"(+1 B ./01"(+(+  &9 "5.%&# 21+(&()5R-1& *&#)#. B $1)(+1 :1. >31&( '() {b} ./01"( #&%+%)"# B F5 C >31"( b +(+  &9"5.%&# #2%+% #&%)5O31) '() b >31"(+(+ (&. "*+#&% a ("1 b ≺ a *&2,3, D1 b ≺ x ≺ a *&##. 91.(&21I(='() x ∈ A >31"(+(+ D#) *&#0#$##3% #=%.:%)5 :! "#$%&%.-#; '() ./0121 1+



 !"#" $%&'( )*+$, *-.+ /012. ,'3+$,  !"#$%$& '(')'* #+,&+ #$-$* '('.'/0* #0/'/ -+*' 0.& 12*+..+/3 4+/)3/5 6'/7'&-'*
y ∈ A '* #$%$& 8(' 9:+&10:;:< )'(0.1'= {x |x ∈ A, y ≺ x} &$:'10 #2, )'(0.)0/4' 4+/1+%3: >'/'(0*' #;*;* #0/ '* &$7$& 8('10 9:0*0:;:< 4+/)3/5 @; 8(' y*0* 0.& 12*+.3 2.++&-3/5 !"#$ %&'%'%' a 8('10 b 8('10*0* 0.& 12*+.3 01'= b %' a *3*  !" #$%! = )'*0/5(")*$) %&'%'%' &' ()*+!+$,)- . * "/,%$ $ 0%* +!1 "/,%( 2%  ' ()*+!)2)*3 !"#$% (A,�) 0%0 13/+.+*:3, #0/ 101-': 2.1;* 4' #0/ B ⊂ A +.- &$:'10 4'/0.A10*5 (B,�) *0* -0&'. 13/+.3 2.++(3 +73&-3/5 B-' %+*)+* B *0* C'/ C +.- &$:'10+%*3 D+:+*)+ A *3* )+ #0/ +.- &$:'10)0/5 E2.+%313%.+ C *0* '* &$7$& 8('109:0*0:;:< 4+/)3/5 !"#$ %&'%'+ 9B*'. #8.$&<' (W,�) 0%0 13/+.+*:3, #0/ 101-': 2.1;* 4' #0/ a ∈ W8('10 4'/0.10*5

Wa = {x |x ∈ W ∧ x ≺ a} 9 F5"<+.- &$:'10*' W &$:'10*0* a 0.' 1+G-+*+* #$%! .#!/4/ )0%''(0D5 !"# $%&'( )*+$, *-.+ /012. ,'3+$, ),*)$ %&'+'-' (W,�)  ' ()*+!+$,)- . * ( (1%, 5!(6$ 7% . * A ⊂W +!1 "/,%( 7%* !( $3 Wa ⊂ A 5!2646$2+ a ∈ A 5!,+() 8%*%" '5*(+ A = W 5!6*3 !"#$% H'2/':0* 10:>'.'/.' 0I+)'10 ,8%.')0/J
[(a ∈ W ∧Wa ⊂ A)⇒ a ∈ A] =⇒ A = W 9 F5!<9!,+'+$+ %*8 '#$1%, $ &;..+*++(3D5 A 6= W 2.1+%)3 A′ ∩W 6= ∅ 2.;/);5 @;);/;:)+= A′∩W *;* '* &$7$& 8('10*' 9:0*0:;:< a )0%'.0:5 a )+* &$7$& 8('.'/

A′ ∩W &$:'10*' +0- 2.+:+%++&.+/3*)+* Wa ⊂ A )3/5 B%.'%1'= 4+/1+%3:)+*=
a ∈ A 73&+/5 K%1+ a ∈ A′ ∩W 0)0= &0 #;/+)+* a ∈ A′



 !!  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*) !"#$ %&'(')' "#$ %&'()(*+&, $-$ %$%./+ ('(%&*0( %&'( #(1&%&*& -2'3#(* 4$' 44505*6,6+6 7('%(8 43 %$%./+)/'/  !"#$%&#'#$( 0/*$)$'9:,%&'()&)&;& %$+</)/')/ $=(0/ /0/4$)$'$>?
(X,�) $)/ (Y,.) $#$ %&'()(*+&, $-$ %$%./+ 2)%3*9 X $)/ Y *$*  !"#$%&# 2)+(%&$@$* </'/-)$ 7/ #/./')$ -2,3) A/' x, y ∈ X $@$*

x � y ⇐⇒ f(x) . f(y) B C9DE5>/)$;$*/ %(A$18 4$'/F4$'F5'./* 4$' f : X → Y =2*-%$#2*3*3* 7(' 2)+(%&0&'9 !"#$ %&'('%' (X,�) $)/ (Y,.) %$%./+)/'$*$ /,%&'()& -&)(* 4$' f : X → Y=2*-%$#2*3*(  !"#$% ')*+!+,+ 0/*$'9 !"#$ %&'('*' (X,�) $)/ (Y,.) %$%./+)/'$ /,%&'()& 7/ /,%&'( 05*6,6+6 f $%/8 4303'3+3 4/)$'.+/- (+(&#)(
X ∼= Y, X

f
∼= Y B C9HE%$+</)/'$*0/* A/'A(*<$ 4$'$%$*$ -3))(*((;&>9+",-$, %&'(')' A -& B .-/ & "#$%&%*,#! -/- /+, 0&"1*2 A -& B  !"#$%&# 3 A-4- "#$%&%*,#! -" B /+, "- ' -4- "#$%&%*,#! 5-$ /+, 0&1$2 !"#$% B *$* A/'A(*<$ 4$' C (). -6+/%$*$* /* -6@6- 5;/%$*$* 7(')&;&*& <5%./'F+/)$#$>9  !"#$" IJ9J9 </'/;$*/ -/*0$%$ 7/ ./'%$ ('.(* 4$'/' 05*6,6+ 2)(* 4$'/F4$'F5'./* f : A → B =2*-%$#2*3 7('0&'9 f−1(C) ⊂ A (). -6+/%$*$* /* -6@6-B+$*$+3+E 5;/%$*/ a 0$#/)$+9 =BaE8 C *$* /* -6@6- 5;/%$ 2)((-.&'9 ,.-,$ %&'(')' (X,�) -4- "#$%&%*,#! 5-$ /+, 3 f : X → X 5-$  !"#$%')*+!+,+ -" ( 6 $ x ∈ X -7-* x � f(x) '-$2 !"#$% f(x) ≺ x 2)((- ,/-$)0/ A/'A(*<$ 4$' x ∈ X 7('%(8 43 5>/)$;/ %(A$15;/)/'$* /* -6@6;6 7('0&'K 43*( u 0$#/)$+9 f(u) ≺ u 2)((-.&'8 f =2*-%$#2*34$' /,%&'( 05*6,6+6 2)03;3*0(*8 B C9DE 3#('&*( f(f(u)) ≺ f(u) 2)+()&0&'9 L3A()0/ 43 5>/)$;$ %(;)(#(* 5;/)/'$* /* -6@6;6 u 0/;$)0$'9 M3 @/)$,-$8 -(43)6+6>6*7(' 2)(+(#((;&*&8 #(*$ A/' x ∈ X $@$* x � f(x) 2)03;3*3 <5%./'$'9 ,.-,$ %&'('%' 84- "#$%&%*,#! -/- /+, *-* 5-$-*' * ). /-*  * 70/ 5-$ .%*  !"#$% ')*+!+,+ 3%$ 0&%5-&-$2 !"#$% X, Y $#$ %&'()(*+&, -6+/)/' 7/ f : X → Y, g : X → Y $-$ .(*/ /,%&'(05*6,6+6 2)%3*9 f−1◦g 5-& !/ 90*/"-40*1 X 0/* X N/ 4$' /,%&'( 05*6,6+6 2)3'9O#)/#%/8 %"&#"$  C9!9I </'/;$*/8 A/' x ∈ X $@$* x � (f−1 ◦ g)(x) 2)+()&0&'8 -$43 f(x) � g(x) 2)+(%& 0/+/-.$'9P#*& #2))( g(x) � f(x) /)0/ /0$)/4$)$'9 L3 A()0/ A/' x ∈ X $@$* f(x) = g(x)2)((-.&' -$8 43 f = g 2)+(%& 0/+/-.$'9/0!-# %&'(')' "#$ %&'()(*+&, -6+/)/'0/-$ 43 5>/)$-8 .(+ %&'()& -6+/)/' $@$*#2-.3'K #(*$ .(+ %&'()& $-$ -6+/ ('(%&*0( 4$'0/* @2- /,%&'( 05*6,6+6 7(' 2)(4$)$'9



 !"#" $%&' $'(%)'&%  !" !"#!$ %&'(')'  !" #$%&'&()$*+ ,"% -.)/ 0"1 ,"% 2(/' ,2'.3. "'/ /*#$%&'$ 4/3"'4"%5 !"#$% (X,�) #$# %&'()& *#' %#%+,-. a ∈ X /)-(0 12,', X
f
∼= Xa /)%($3&. !"#!$  45!56 3,7 8,' x ∈ X #9#7 x � f(x) :, ;2,) /)('(0 a � f(a) /)<'3<.0# *< Xa ;7,) *;)1=1717 +(7&-& >,',=#7,. f(a) /∈ Xa /)-(%&7& >,',0+#'#' :,0(*<)1-12, ($0&'& 31@,'5A< +,/',-3, >;'31=1-12 >#*#. #$# %&'()(7-&@ *#' 01-, 8#9*#' 2(/' ,2'.3.(/,@%&'()& /)(-&$/'. (-( (@(=&3(0# (7)(-3(. *1+17 ;7,) *;)10),'#7#7 01-,%#7,,@%&'()& /)-(0+(3&'5 !"#!$ %&'('('  !" #$%&'&()$* 0/% -.)/+ -&6#&)& 7⊂8 ,&3$(9$#$(& :2%/ #$%&'&(;)$* 2(/' ,2'.-'/%" -.)/#" "'/ /*#$%&'$4$%5 !"#$% B,'#),7 #$# %&'()(7-&@ 01-, (X,�) /)%<7 :, ;7,) *;)10),'# 01-,%#7,3, U 3#$,)#-C $(7#

U = {Y | ∃z(z ∈ X ∧ Y = Xz)} D 45EF/)%<75 A< 3<'<-3( x ! Xx 3;71@1-1X 3,7 U $( **; 3#'5 G$'&( 8,' a, b ∈ X#9#7
a � b⇐⇒ Xa ⊂ Xb D 45HF/)3<=<73(7. *< 3;71@1- (X,�) 3,7 (U ,⊂) %#%+,-#7, *#' ,@%&'( 3;71@1-131'5 !"#"$ %&'()*+)*&65 I(- %&'()& 01-,),' ('(%&73(0# ,@%&'()&)&0 *(=&7+&%&7&7 *#' 3,70)#0 *(=&7+&%&/)3<=<7< >;%+,'#7#25 5 I(- %&'()& *#' 01-,7#7 #$# %&'()& /)-(%& #9#7 >,',0)# :, $,+,')# 0/@<) (2()(7%/7%<2 *#' 3#2#$# 0(J%(-(-(%&3&' DA(@0( *#' 3,$#@),. 3/=() %&'(3( 7,>(+#K+(-%($&)('( ,@%&'()& *#' 3#2#$, %(8#J /)-(-(%&3&'F5 L;%+,'#7#25M5 (X,�) +(- %&'()& *#' 01-, /)%<75 N,' A ⊂ X ()+ 01-,%#7#7 8,- #)0 8,-%/7 ;=,%# :('%(. >;%+,'#7#2 0# X %/7)< *#' 01-,3#'5!5 O$# %&'()& /)-( 0/@<)< $,'#7, +(- %&'()& /)-( 0/@<)< ()&7&'%(.  45!56.  45!5 . 45!5M +,/',-),'#7 %(=)(7-($((=&7& *#',' 0('@&+ ;'7,0 #), >;%+,'#7#25"5 I(- %&'()& ;$), *#' A 01-,%# :, *#' f : A → A ,@%&'( 3;71@1-1 *<)<7<20#. f 3;71@1-1717 %(*#+ 7/0+(%& /)-(%&7C $(7# 8,' x ∈ A #9#7 f(x) 6= x/)%<75 !"# $%&' $'(%)'&% !" #$%&'&()$* #0# 01-, *,72,' #%,),'. $(7# %&'(( ,@$(J&)& #%,),'. *< #0# 01-,7#7/'+(0 *#' ;2,)#0),'# :('3&'5 O@+, *< /'+(0 7/0+(3(7 8(',0,+), #$%& #&!$'&%$($ +(7&-P)($((=&25 Q(*(( %;$),'%,0. #$# %&'()(7-&@ *#' 01-,7#7 %&'( %($&%& *< 01-,$,*,72,' /)(7 *1+17 01-,),'#7 $(J&)('&7& *,)#'),$,7 %/$<+ *#' :(')&0+&'5



 !"  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*)#$%&'($((*% +,-,. $,/0,1 '(2%0(3%$% 4($%&0(31/$. -5 '(2%0(3%$ '/6,0//1 78/019&/0/3/ -(*0% :0&(;%*%$% +7'4/3&/1 ,6,$ <=>?=@ ','4/&,$, '/6&,A4,1? B%3( '(2%0(3%,6,$ ;/ -/$8/3 A/2, 2(C(-,0,3,8? D/36/14/$.
∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, . . . < E?F@(,0/',$,$ 1(C'(&( -(*%$4%'%$( +73/ ,2, '%3(0($&%A :0;5*5 (C(6%14%3? #23%(. -5G3(;( ,0+,$6 -,3 78/0,1 ;(H( '(*0($&(14(;%3? < E?F@ (,0/',$,$ 7*/0/3,$,. '%3('%20(.

a0 = ∅, a1 = {∅}, a2 = {∅, {∅}}, a3 = {∅, {∅}}, {∅, {∅}}} . . . < E?=E@,0/ +7'4/3/0,&? I(-,, -5 ;535&;( < E?F@ (,0/',
a0 ⊂ a1 ⊂ a2 ⊂ a3 ⊂ . . . < E?==@A/10,$;/ 1(C'(&(2( +73/ ,2, '%3(0%;%3? J(',40,*, '(*0(&(1 ,6,$ -5 (,0/2, X ,0/+7'4/3/0,&K 2($, X = {a0, a1, a2, a3, . . .} :0'5$? L,&;, X ,$ H/3H($+, -,3 ai 7*/',,0/ '(C4($($ 7$/0 -709*9$9 ;9A9$/0,&M

Xai
= ai < E?= @:0&(14(;%3? J5. < E?F@ ','4/&,$;/1, H/3 7*/$,$ '(C4(;%*% 7$/0 -709*9$. 1/$;,',$//A,4 :0&('% ;/&/14,3? !"#"$ %&'()*+' ,(-+ !"#$ %&'(')' (X,�) ,2, '%3(0($&%A 19&/', N/3,0',$? O*/3 X ,$ H/3 a 7*/',. a$%$ '(C4(;%*% 7$/0 -709*/ /A,4'/K 2($, a = Xa ,'/. (X,�) ,2, '%3(0($&%A 19&/',$/ !"#$%&'# P;,3. <2( ;( -7091'/0 :0(3(1 ,2, '%3(0($&%A4%3@ ;/$,0,3?Q/3 (X,�) ,2, '%3(0($&%A 19&/', ,6,$. < E?==@ +/3/*,$/

a � b⇔ Xa ⊂ Xb < E?=R@:0;5*5$;($. H/3 -7091'/0 ,2, '%3(0($&%A 19&/ S1(C'(&(S -(*%$4%'%$( +73/ '%3(0($G&%A4%3? L5 H(0;/ X 19&/',$, N/ '%3(0(&( -(*%$4%'%$% -/0,34&/;/$.  !"#$%&'# !()%$*' ;/&/&,8 2/4//14,3? *+,*$ %&'(')' +"#$%&'# !() %$*',(, -') ",'# !"#$.$ /' !"#$%&'# !() %$*'/()0 !"#$% X -7091'/0 -,3 19&/ N/ Xa -5$5$ -,3 7$/0 -709*9 :0'5$? Xa ⊂ X:0;5*5$;($. Xa ,2, '%3(0($&%A -,3 19&/;,3? T9$19 ,2, '%3(0% 19&/$,$ H/3 (0419&/', ;/ ,2, '%3(0%;%3? U4/ 2($;($. H/3 b ∈ Xa ,6,$ (Xa)b = Xb = b :0;5*5$;($.
Xa -7091'/0 -,3 19&/;,3? *+,*$ %&'('%' +"#$%&'# !() X %$*'&(,(, !() Y -1& 1#2 %$*'&( !"#$%&'# (&'3
Y 1#2 %$*'&( X (, !() ",'# !"#$.$/$)0 !"#$% Q/3H($+, -,3 a ∈ Y ,6,$ X ,6,$;/ a = Xa N/ Y ,6,$;/ a = Ya :0((14%3?L5 H(0;/ Xa = Ya :0&(0%;%3K 2($, X ,6,$;/ a ;($ 7$/ +/0/$ -949$ 7*/0/3 Y 2/(,4 :0((14%3? Y . X ,$ -,3 H(' (04 19&/', :0;5*5$;($ (X − Y ) 6= ∅ ;,3K 720/2'/
c = inf(X − Y ) :0&(1 98/3/ Y = Xc :053?



 !"#" $%&' $'(%)'&%  !" !"#!$ %&'(')'  !"#$%&" '$' $#(&)') *+*$&%',' -!"#$%&".'+/ !"#$% X #$ Y %&% '()*&+$) &*,$ -)+./0 1$2 %&%+%/3$&% +425)5,5 &56+5,5%7)$,%/$ 8(2$ -)3.9./35/: 525&$+%;)$2%/% <$, X %/ <$, 3$ Y /%/ '%2$2 5); &*,$+%-)525& 3*7*/*2+$&: '. 35 &56+5,5=5 8(2$ %=% +425)5/,47 '%2 &*,$ -)55&;420 ?9$2
a ∈ X ∩ Y %+$ a = Xa #$ a = Ya -).20 @.: X %A%/3$ a 35/ (/$ 8$)$/ '*;*/(9$)$2%/ Y %A%/3$ 3$ a 35/ (/$ 8$),$+%/%: 3-)5=4+4=)5 X∩Y %A%/3$ 3$ 5=/4 7$=%/-),5+4/4 8$2$&;%2%20 B. <5)3$ a ∈ (X ∩ Y )a 342 #$ '.2535/ X ∩ Y /%/ '()*&+$)-)3.9. A4&520 !"#!$ %&'('*'  !"#$%&" '$' $#(& &0', .&1'"%&"&+2 -'+'%' !,&$')') -'+ !)&" -!"#31#.#+/ !"#$% X #$ Y %&% '()*&+$) &*,$ -)+./0 X ∩ Y '()*&+$) -)3.9./35/: =5
X ∩ Y = X 3%2 =5 35 X ∩ Y 525&$+%;% X %/ '%2 (/$) '()*9*3*20 C=/4 3*7*/*7)$:=5 X ∩ Y = Y 3%2 =5 35 X ∩ Y 525&$+%;% Y /%/ '%2 (/$) '()*9*3*20

X ∩ Y = X %+$ X ⊂ Y 3%2 #$ 3-)5=4+4=)5 =5 X = Y =5 35 X : Y /%/ '%2 (/$)'()*9* -).20@$/D$2 -)525&: X ∩Y = Y %+$: =5 X = Y =5 35 Y : X %/ '%2 (/$) '()*9* -).20E$2%=$ &5)5/ ;$& -)5+4 3.2., X ∩ Y /%/ <$, X %/ <$, 3$ Y /%/ '%2$2(/$) '()*9*F =5/% X ∩ Y = Xa = Yb -),5+43420 @. 3.2.,35 Xa = a: Yb = b-)5594/35/ a = b $)3$ $3%)%2: &% '. a ∈ X∩Y -),5+4/4 8$2$&;%2%2 #$ X∩Y = Xa-)3.9. &5'.)*/$ 5=&424 3*7$20 !"#!$ %&'('('  !"#$%&" -'+ X $#(&%' -!"#$%&" -'+ Y $#(&%'4"& &0%5+*"5 '%&
X = Y .'+/ !"#$% f $7+425 3(/*7*,* 5);4/35 X ∼= Y -)+./0 @$)%2)% '%2 a ∈ X (9$+%/3$/(/$ 8$)$/ '*;*/ x ∈ X (9$)$2% %A%/ x = f(x) -)3.9./. &5'.) $3$)%,0 @.3.2.,35 Xa = Yf(a) F =5/% a = f(a) -)55&;220 G <5)3$ %6)"7 !,&%' ,#(& 8*+5('"$&%')& 8(2$: <$2 x ∈ X %A%/ x = f(x) F =5/% X = Y -)55&;420+",-. %&'('/' 94' %5+*"*)(50 -'+ $#(&2 &) :6$ -'+ ,*)& -!"#$%&" $#(& '"& &0%5+*"56"*-'"'+/@()*&+$) &*,$)$2% +425 +5=4)524 -)525& 5)5'%),$& %A%/: %=% +425)5/,47 <$2 &*H,$/%/ '-)*&+$) '%2 &*,$ %)$ $7+425)4 -)3.9./. 8(+;$2,$,%D 8$2$&%=-20 C759435&%%&% ;$-2$,3$ './. $)$ 5)5594D0 !"#!$ %&'('0' 94' %5+*"*)(50 -'+ X $#(&%')') ;&+ !)&" -!"#1# -'+ -!"#$%&"$#(& '"& &0%5+*"5 '%&2 X -!"#$%&" -'+ $#(& '"& &0%5+*"5.5+/ !"#$% I5'.) $3$)%, &%: X %/ Xx (/$) '()*9* gx $7+425 3(/*7*,*=)$ '%2 Z(x)'-)*&+$) &*,$+%/$ 2$+,$3%)+%/F =5/% Xx = Z(x) -)+./0

Z = {z | ∃x(x ∈ X ∧ z = Z(x))} J K0L!M3%=$)%,0 B%,3%
f : X → Z, f(x) = Z(x)



 !"  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*)#$%&'()$%*%* +,%-./,),/-.0 x ≺ y $/.,& 12343 x, y ∈ X 534(/'(%0 6*%, 78439 gx3:'-4, ;8%1:1.1 ,/+-%;,
Xx

∼= Z(x)53 gy %(% Xx &1.3'(%3 &-'-+/,%.-:- $/,% gy|Xx
3:'-4, ;8%1:1.1 ,/+-%;,

Xx = (Xy)x ∼= (Z(y))gy(x)$/,,&+-40 =,>*/1.12 7343?(%3 Z(x) >8/1&'3/ $/;*?*%;,% (Z(y))gy(x)
;3 >8/1&@'3/ $/*4A B1%&19 >8/1&'3/ >(4 &1.3%(% >(4 8%3/ >8/1?1;140 C* D,/;3  !"#!$  E0F0F;3%9

Z(x) = (Z(y))gy(x)
G E0HFIB-&,40 x ≺ y $/;*?*%;,% ;, Z(x) (% Z(y) %(% >(4 8%3/ >8/1?1 $/;*?* 53 >8)/33

x ≺ y ⇒ Z(x) ⊂ Z(y) G E0HJI823/(?(%(% ',?/,%;-?- 7841/149 x 6= y $/;*?*%;, x ≺ y 53 y ≺ x 5,4',)-./,4-%;,%,%,& >(4 +,%3'( ;$?4* $/,,?-%;,%9 G E0HJI ;3%
x ≺ y ⇐⇒ Z(x) ⊂ Z(y) G E0HKI'$%**%* B-&,4,>(/(4(20 L4+-& G E0HJI ;3% f : X → Z #$%&'()$%*%*% >>8 $/;*?*9G E0HKI ;3% ;3 f %(% (X,�) ;3% (Z,⊂) '('+3.(%3 >(4 3:'-4, ;8%1:1.1 $/;*?*B-&,40 (X,�) ()( '-4,/,%.-: $/;*?*%;,% (Z,⊂) '('+3.( ;3 ()( '-4,/,%.-:+-40G E0HFI 37(+/(?(%3 ;8%343&9 Z(x) )34(%3 f(x) 53 Z(y) >8/1&'3/ $/;*?*%;,%

(Z(y))gy(x)
)34(%3 gy(x) ),2,>(/(4(2068)/339 D34 x ≺ y (B(%

f(x) = gy(x) G E0H"I),%(
f|Xy

= gy G E0HMI3/;3 3;(/(40 L4+-& Z ;3&( ()( '-4,/,.,%-% >8/1&'3/ $/;*?* D3.3% 7841/14A B1%&1
Zzy = {z | ∃x(x ∈ X ∧ Z(x) ⊂ Z(y) ∧ z = Z(x))}

= {z | ∃x(x ∈ X ∧ x ≺ y ∧ z = f(x))}

= {z | ∃x(x ∈ X ∧ x ≺ y ∧ z = gy(x))}

= Z(y);(40 !"#!$ %&'(')'  !" #$%&'&()$* +,% -.), /"% 0, !&'($1 /"% 2&(, /3'.-#,' -.),"', ,*#$%&'$4$%5 !"#$% X ()( '-4,/,%.-: >(4 &1.3 $/'*%0 N$%/* 8+3'( +1.3 5,4-. (/&3'()/3 !"#!$  E0F0F ;3% X (/3 3:'-4,/- >(4 >8/1&'3/ &1.3%(% 5,4/-?- B-&,40 6*%*% +3&/(?(('3 %"&'(  E0F0H +,% >(/(%()$40



 !"#" $%&' $'(%)'&%*%* +'&,%)',-%&%).'$%  !" !"# $%&' $'(%)'&%*%* +'&,%)',-%&%).'$%
X #$# %&'()(*+&,- .#' /0+1 2)%3*4 X #)1 1,%&'()& 2)(* .#'##/ .6)0/%1) /0+1$1 X#* %&'( %($&%& 7#$11/ 81 .3*3

X̄,
∼

X, ord(X) 9 :4 :;%#+<1)1'#*71* .#'#%#$)1 <6%=1'11>#?4 !"#!$ %&'(')'  !" #$%&'&()$* "+" +,)-("( -*#$%&'$ .'&/"')-#" "0"( 1-%-+'" 2-!-3-%'" +.*4'5 /4 "+" +,)-("( &!($ #$%& #&!$#$(& #&6"7 .')&#$8$%9 !"#$% X 81 Y 81'#)1* #$# %&'()(*+&, /0+1)1' #%1-
X ∼= Y ⇐⇒ X̄ = Ȳ 9 :4 @;2)73>3*3 <6%=1'+1)#$#?4 X ∼= X̄ 81 Y ∼= Ȳ 2)73>3 (A&/=&'4  !"#!$  :4B4B<1'1>#*1

X ∼= Y ⇔ X̄ ∼= Ȳ ⇔ X̄ = Ȳ 9 :4  ;2)3'4 !"#!$ %&'('%'  !" #$%&'&()$* "+" +,)- -*#$%&'$ 8-:"'#-'-%5 /"%"#" ;3-+"("( /"%;(-' /;',:, "'- -*#$%&'$8$%5 !"#$%X 81 Y 81'#)1* #$# %&'()(*+&, /0+1)1' 2)%3*4 C$<3* f 81 g 76*0,0+)1'#()=&*7(
X

f
∼= X̄, Y

g
∼= Ȳ 9 :4 D;7#'4  !"#!$  :4B4! <1'1>#*1- (,(>&7(/# 0A 73'3+7(* .#'#%# 8('7&'E9(; X̄ = Ȳ9.; X̄ = Ȳy 9Yy- Ȳ *#* .#' 6*1) .6)0>070';49; Ȳ = X̄x 9X̄x X̄ *#* .#' 6*1) .6)0/=0'4

(a) 73'3+3 8('%( X ∼= Ȳ 2)3'4 (b) 73'3+3 8('%( X ∼= Zg−1(y) 2)3'4 (c) 73'3+38('%( Y ∼= Xf−1(x) 2)3'4 F6$)11 #%=1*1* ,1$ 1)71 17#)+#, 2)3'4F3'($( /(7(' %6$)1*1*)1'# .#' ('($( 71')1'%1/- (,(>&7(/# 6*1'+1 2'=($( A&/('E*+!#$! %&'(')' α, β 6-%6&(1" "+" #$%& #&!$#$ "#-5 &*&:$8&+" ,0 84%4)8&( /"%"#"2- !&'($<& /"%"#" 2&%8$%>?"@ α #$%& #&!$#$ β #$%& #&!$#$($( 6&# /"% ;(-' /;',:,8,%A !&(" α ∈ β 8$%9?""@ α = β 8$%9?"""@ β #$%& #&!$#$ α #$%& #&!$#$($( 6&# /"% ;(-' /;',:,8,%A !&(" β ∈ α 8$%9



 !"  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*)#$%& '&($)&%$ *+,-'. +/-%.01-≤ '.,2-'.()- 23'4-%.)-0 5.% 5&6$04$($ 73()- 4&0$,8)&(&)$,9 !"#$ %&'(')' α, β :-%:&02. .*. '$%& '&($'$ .'-
α ≤ β ⇔ α, β 0$0 5.% 30-) 53)+6+1+% ; "< =>

⇔ (α ∈ β) ∨ (α = β) ; "< !>1$%<?@ 4&0$,$ *@))&0&%&*A &)$74$6$,$/ +B)-,- ;4%.:D4D,(> *@%&)$0$ (&/&5.).%./9*"+,$+ %&'('%' α, β  !" #$%& &'& ()"# (#*)() &(! #+#,)-#'& ./ -0"01-#$ 2&"&(&3! *#4$)5# 2&"&(& 3#"-)"78&9 α ∈ β8&&9 α = β8&&&9 β ∈ α !"# $%&' $'(%)'&%*%* '&+,-.,+/+#$%& '&($)&%$ .B.01- :;<4#1#= /#"<1# 3! .( #41# .7)-,)-%. 4&0$,)&0&5.).%< E7&6$1&A'$%& '&($)&%$ .B.01-*. &%.4,-4.* .7)-,)-%.0. 4&0$,)&,&*)& (-4.0--*A &(%$04$)&%&2.%,-(--6./< F0- -7.4'./).* 4&0$,$01&0 5&7)&(&)$,< !"#$ %&'-')' α G- β .*. '$%& '&($'$ G- α = Ā, β = B̄ D)&&* 7-*.)1- .(.'$%&)&0,$7 A G- B *+,-)-%. G-%.)'.0< H6-% A *+,-'.A B 0.0 5.% 30-) 53)+6+0-5-0/-%'-A α '$%& '&($'$ β '$%& '&($'$01&0 *+B+*4+%A 1-0.).% G-
α < β ; "< I>'.,2-'.()- 23'4-%.).%<#$%& '&($)&%$ .B.01-*. 4DJ)&,& .7)-,.0. 4&0$,)&,&* .B.0A '$%&)&0,$7 5.)-7.,)-%.5.),-,./ 2-%-*.(D%< !"#$ %&'-'%' A G- B 4&, '$%&)&0,$7 .*. *+,- G- A ∩ B = ∅ D)'@0< A ∪ B.B.01-A 7@ 7-*.)1- 5.% '$%&)&,& .7)-,. 4&0$,)&(&)$,9

x, y ∈ A ∪B .B.0 x ≺ y D),&'$ .B.0 2-%-*). G- (-4-%). *D7@))&% 7@0)&%1$%9
x ≺ y ⇔











x ∈ A ∧ y ∈ B,

(x, y ∈ A) ∧ (x ≺ y) E 1&*. '$%&)&,&(& 23%-
(x, y ∈ B) ∧ (x ≺ y) ? 1-*. '$%&)&,&(& 23%-KB.01- 5@ '$%&)&,& 5&6$04$'$ D)&0 A∪B 5.)-7.,.0. A ⊎B '.,2-'.()- 23'4-%-8-6./<./!,# %&'-')' A ⊎ B 0.0 B ⊎ A 1&0 L&%*)$ D)&&6$0& 1.**&4 -1.0./< M@*&%1&*.4&0$,A 2-0-) D)&%&*A 5.% *+,-)-% &.)-'. .B.0 1- '3()-0-5.).%<



 !"#" $%&' $'(%)'&%*%* '&+,-.,+/+  !" !"#"$ %&'( %()&*('&+&+ ,-.*(/& !"#$ %&'(') #$%&'()(*' α +, β -.- /01( /(20/0 -/, α = ¯̄A +, β = ¯̄B %')(.34,1,5 α⊕ β = %16(A ⊎B) 6017891(6( A +, B .3),',1- -2- /01('0 %'69:9;6(;< A⊎B =-',>-)- 6, -2- /01('0 %'(?(.A017 B3;.3 C,1 .3), -2- /01('(;(=-'-17 D%'(2( EF13',,:- E-=-< /01( /(20'(10;6(A%&'()( ->',)-
(α ⊕ β)⊕ γ = α⊕ (β ⊕ γ) # G7 H*=-1',>), #(//%-(A-+,* F4,'-:-;, /(C-&A-17 I;(.< /01( /(20'(10;6( A%&'()( ->',)-2,1 6,:->-) #%))9A(A-+,* F4,'-:-;, /(C-& 6,:-'6-15 2(;-

α⊕ β 6= β ⊕ α # G7 J*6017 !"#" %&'( 0()&*('&+&+ 1('.&/& !"#$ %&'('*' K2- /01('(;)0> A +, B .3),',1-;-; A×B .(1A,42,; L(1&0)0;0;A,1/ .%;9) /01('()(/0 >F2', A(;0)'(;01M (a, a′), (b, b′) ∈ A×B -L-;
(a, a′) < (b, b′)⇔ [(a′ < b′) ∨ (a′ = b′ ∧ a < b)] # G7 N*89 =(:0;A02( EF1,A×B -2- /01('(;)0>A017 O/A3;6,.- =9 /01('()(;0; +(1 %'69:9;9=,'-1A),. -L-; A×B .(1A,42,; L(1&0)0;0< A⊠B /-)E,/-2', EF/A,1,'-)7 !"#$ %&'('+ #B(1&)(*' a -', b -.- /01( /(20/0 -/,< a = Ā, b = B̄ %')(. 34,1,</01( /(20'(10;0; L(1&0)0 (>(:06(.- .91(' -', A(;0)'(;01M

a.b = ord(A ⊠B) # G7PG*Q01( /(20'(10;6( ⊕ L(1&)( ->',)- >9 F4,'-.',1, /(C-&A-1M#-* (ab)c = a(bc)#--* a(b⊕ c) = ab⊕ ac #6(:0')( F4,'-:-*#---* (b⊕ c)a 6= ba⊕ ca

(ii) +, (iii) F4,'-.',1-;6,; >9;9 EF132%194M Q01( /(20'(10;6( /%'6(; L(1&)(;0;A%&'()( 34,1-;6, 6(:0')( F4,'-:- +(1601< ()( /(:6(; L(1&)(;0; A%&'()( 34,1-;,6(:0')( F4,'-:- 2%.A917



 !  !"#$ %&' ()*+ (+,)"+*) !"#"$ %&'( )(*&+('&,-( .) /+0("#$% &%'#(%$#)#) &*)(+ ,&(-$. /0+11-2(-$.3 4%$56% '%$7#6#'(% 2%)#6(%)%8.(.$9 :;'(--
ω, ω2, ω3, ω4, ω5, . . . / =9>?3,&(-$. 8+(+)%8.(.$9 "*)&+@ 0+11-2(-$.). 2%)#6(%6%0 .4.)

ω, ωω, ωωω

, ωωωω

, ωωωωω

, . . . / =9> 38.4.6.)7-0. 7.@.(-$. 7,A,)6-0 B-$-0.$9 :+ .(-$. 0*)+ 8+ 7-$&.) 0%5&%6# 7#A#)C7%7#$9 !"# $%&%' ()*+ (+,)-+*)' ()').) !"!# $%&' $'(%)'&%# $%#%*%+ W:+$%'% 0%7%$ '%52#D#6#@ .A(-6(-$7-E 8;(,0&-( 0,6-(-$(- &#$% &%'#(%$#)# 8.$2+26+A *(7+09 F%).  !"#$%&'# %$(' 7-'.6. .(-  &)*+ &+,)&) 7-'.6. -A %)(%6(#*(6%02%7#$9 G@-( *(%$%0E 8;(,0&-( 8.$ X 0,6-&.).) X̄ &#$% &%'#&#)#) X *(7+D+%5%4#02#$9:,2,) &#$% &%'#(%$#)#) &#)#H#)# W .(- B;&2-$--D.@9 I%8..W ).) ;D-(-$. 0,6-(-$*(7+D+)7%)E W 0%5&%6% 8%D#)2#&#)% B;$- 2.0-( &#$%(%)6#A 8.$ 0,6-7.$9 J'$#%E !"#!$  =9!9K B-$-D.)-E 2%6 &#$%(# *(6%02%7#$9 L.7-$-0E W )+) .'. &#$%(# *(7+CD+)+ 1- 8;(,0&-( 8.$ 0,6- *(7+D+)+ B;&2-$6-0 6,60,)7,$9 :+$%7%) M%$-0-2(-EA+ 2-*$-6 .H%7- -7.(-8.(.$9 !"#!$ %&'(')' -'*.+/01 !1* a &)*+ &+,)&)2  a 3+/ %$4$% 5#+/ !$6$/ &)*+&+,)#+*)/3+/ 5#78+/ Wa 1,1 &)*+#+/()8 %$('&1/1/ &)*+ &+,)&)3)*9,-./0+ a = Wa *(%%0 A-0.(7- 8.$ Wa = W 1%$ *(%%02#$9 a 8;(,0&-( 8.$ 0,6-*(7+D+)7%) a = a 7#$N '%). Wa = Wa 7#$9 :;'(-- .&2-)-) a = Wa -A.2(.D. 4#0%$9 !"1"2 3456789784?9 :;(,0&-( 8.$ 0,6-).) 8,2,) %(2 C 0,6-(-$. 0,6-&.).)E '%). 0+11-2 0,6-&.).)E0%5&%6%'% B;$- .'. &#$%(# *(6%7#D#)# B;&2-$.).@9 9 A,B,C,D 8.$8.$(-$.)7-) +,*)% :' 6+( &)*+#) 0,6-(-$ *(&+)9 A ∼= C,B ∼= D.&- A ⊎B ∼= C ⊎D *(7+D+)+ B;&2-$.).@9>9 "#$% &%'#(%$# .4.) 2*5(%6% .A(-6.).) 8.$(-A-8.(.$ *(7+D+)+ B;&2-$.).@9K9 α, β, γ &#$% &%'#(%$# 1- α⊕ β = α⊕ γ .&- β = γ *(7+D+)+ B;&2-$.).@9!9 O'. &#$%(# M-$ &*)(+ 0,6- 8.$ 7*D%( &%'# .(- -A'%5#(#7#$9 L;&2-$.).@P9 Q-$ 7*D%( &%'#E .'. &#$%(# &*)(+ 8.$ 0,6-'- -A'%5#(#7#$9


