Bolim 18

SAYILAMAYAN SONSUZ
KUMELER

18.1 SAYILAMAZ KUMELER

Sayilabilir sonsuz kiimelerden sonra, matematikte en 6nemli sonsuz kiime R
ile temsil ettigimiz gergel sayilar kiimesidir. Buna siirey (continuum) denilir.
Gergel say1 ve gercel eksen kavraminin bilindigini varsayiyoruz. Dogal sayilardan
hareketle tam sayilarin, tam sayilardan hareketle rasyonel sayilarin kurulugunu
ve bu sonuncudan hareketle ya Dedekind kesimiyle ya da rasyonel sayilarin
Cauchy dizileriyle gercel sayilarin aksiyomatik kurulugunu, 6grenci Analiz ders-
lerinden bilmektedir. Zaten bu konuda ¢ok ayrintili 6n bilgilere gereksinmeye-
cegiz. Hatta liseden bilinenler bile bizim igin yeterli olacaktir.

Simdi Olaganiistii Otelde yapilamiyan igi ammsayalim. Kahramanimiz Kalen-
der’in uyguladig1 yontemi kullanarak, gercel sayilar kiimesinin sayilamayan son-
suz bir kiime oldugunu gosterecegiz.

Teorem 18.1.1. (0,1] = {z € R|0 < = < 1} yar-agk arabgindaki noktalar
kiimesi saylamayan sonsuz bir kimedir.

IsPAT: Bu kiimenin sonsuz oldugunu gérmek kolaydir. Ornegin, w dogal
sayilar kiimesinden bu kiime i¢ine n — 1 déniigiimii bire-bir-igine (bbi) bir
fonksiyondur. Ama 6rten bir fonksiyon degildir. Boyle oldugunu bir kargit érnekle
gorebiliriz. Ornekse, s6z konusu doniigiim altinda % sayis1 ilizerine gelen bir n
tamsayis1 yoktur. Oyleyse, w dogal sayilar kiimesi (0, 1] kiimesinden daha giiclii
degildir.

Simdi (0, 1] kiimesinin sayillamaz oldugunu gosterelim.

Her gergel sayinin bir ve yalnizca bir tane sonsuz ondalik agilimi vardir.
Ornegin,

4=3,999..., 2,78 =2,77999...

yazabiliriz.
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ap = 0, apo ap1 ap2 ap3 ce aon
ap=0,a10 a1 a2 a3 ... Qg
az =0,a20 a1 azx azz ... a2y
Ay = 07 Am0 Am1 Am?2 Am3 cee Amn

Tablo 18.1: Ondalik Agilimlar

Ispat icin Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. (0,1] araligindaki biitiin
gercel sayilarin sayilabilir bir kiime oldugunu kabul edelim. Bu kabuliimiize gére

(0,1] = {ao, a1, a2, as, ...}

seklinde olmalhdir. Buradaki a,,, (m = 0,1,2,3,...), sayilar 0 ile 1 arasinda
bulunan bir gercel say1 olduguna goére, bu sayilarin her birisinin, agagidaki gibi
sonsuz ondalik agilimlarini yazabiliriz.

A = 0, @m0m10Gm2am3s - - - Gmn - - -

Burada a,,; sayilar1 ondalik acgilinda yer alan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} rakam-
larindan birisidir. Simdi bu sayilarin sonsuz ondalik acilimlarini Tablo 18.1
deki gibi ard arda dizelim. Tablonun kolay okunurlugunu saglamak icin, ondalik
acilimlardaki rakamlar: birbirlerinden biraz uzaklagtirarak yaziyoruz.

Kabuliimiiz dogru ise, (0,1] araligindaki biitiin gercel sayilar bu tabloda
yer almig olmalidir. Oysa, kahramanimiz Kalender’in yontemiyle, bu tablodaki
sayilardan hi¢ birisine egit olmadig halde (0, 1] araligma ait olan bir say:1 bula-
biliriz. Bunun i¢in, her ¢ = 0,1, 2,3, ... dogal sayisina kargilik,

bz-:{ G ¥ (18.1)
2, a;=1

olmak tizere
b=0,bob1bob3...by, ...

gercel sayisinm tamimlayalim. Bu say1 (0, 1] araliginda olduguna gore, Tablo 18.1
deki sayilardan birisine egit olmalidir. Oysa b nin tanimm geregince, agg # bg dir.
O halde b sayis1 tablodaki ag sayisina egit olamaz. Yine, a1; # by dir. Ohalde, b
sayisi tablodaki a; sayisina da egit olamaz. Bbylece devam edersek,

b07éa00, bl#all,bg#aqg,bg?éagg, ...,bm#amm,...

oldugunu gorebiliriz. Demek ki, b sayis1 Tablo 18.1 deki {a;}, i = 0,1,2,3,...
sayilarmdan hi¢ birisine esgit olamaz. Oyleyse, bu tabloda yer alamamis oldugu
halde (0, 1] arahgma ait bir b sayis1 bulmug oluyoruz. Bu ise, kabuliimiizle ¢eligir.
Oyleyse kabuliimiiz yanhgtir. Demek ki, (0, 1] arahgidaki sayilar sayilamaz. (]
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18.1.1 Biitiin Parcasina Egit mi?

Bir biitin bir parcasina egit olabilir. Burada egitlik deyimi sonlu kiimelerdeki
egitlikten farkhdir ve eggiicliiliik anlamindadir. Konuyu daha iyi agiklamak igin
su soruya yanit arayalim. Bir atom cekirdeginin yaricap: iizerindeki noktalarin
sayisi, bir milyon g1k yals (151810 bir milyon yilda alacagi yol) uzunlugundaki bir
dogru parcas: iizerindeki noktalarin sayisi kadar olabilir mi? Saniyoruz ki, bu
soruya pek cogunuz "olamaz" diyorsunuz. Ama bunun bdyle oldugunu goster-
mek zor degildir.

Problemi daha genel olarak ortaya koyalim, istedigimiz kadar kiiciik bir
[AB] dogru parcasina ait noktalarin sayisinin, istedigimiz kadar biiyiik bir [C D]
dogrusuna ait noktalarin sayis1 kadar oldugunu gostermek i¢in bu dogru parca-
larin1 aym dugrultuda olmamak iizere bir diizlem iizerine ¢izelim. Sonra [C 4] ile
[DB] dogrularinin kesigim noktasini O ile gosterelim. [AB] iizerinde alinacak her
E noktasi i¢in [OE] dogrusu [C'D] yi bir tek F' noktasmda keser. Bu eylem [AB]
nin her F noktasima [C'D] nin bir tek F' noktasiu egler; yani esglesme bire-bir
olur. Tersine olarak, [C'D] iizerinde alinacak her F' noktasi i¢in [OF] dogrusu
[AB] yi bir tek E noktasinda keser. Bu eylem [C'D] nin her F' noktasina [AB]
nin bir tek E noktasim esler; yani eslesme bire-bir olur. ki eylemi bir arada
diigiiniirsek [AB] ile [C'D] nin bire-bir eglegtigi ortaya gikar.

Oyleyse [AB] ~ [CD] dir.

Eger yukaridaki ispatta, geometriye dayal olmaktan sakinmak istersek, sdyle
bir yol izleyebiliriz: (0, 1] yari-agik araligina bir tek 0 noktasim eklersek, Teorem
17.3.3 geregince, (0,1] = [0, 1] olacaktir. Burada [0,1] = {z ¢ R|0 <z < 1} ka-
pali araligidir. Simdi, uzunlugun degigmesinin, eggiicliiliige etkimedigini gostere-
cegiz. Bunun i¢in (0, 1] araligin1 herhangi bir (0, k], (k > 0) sabit) araligina

fror—ka (18.2)
siinme ddniigiimiiyle bb6 olarak resmetmek miimkiindiir. Demek ki
(0,1] =~ (0, k] (18.3)

dir.
Aym doniigiimle

(0,1) ~ (0, k) (18.4)

esgiicliiliigiinii de soyleyebiliriz.

Bundan sonraki teoremde yararlanmak {izere, (0,1) araligmin (—1,1) ar-
aligina esgiiclii oldugunu gosterelim. Bunun icin (0,1) araligindan (—1,1) ar-
aligina tanimlanan f : z — 22 — 1 fonksiyonunun bbd oldugunu gérmek yete-
cektir.

Teorem 18.1.2. Gergel sayilar kiimesi sayilamaz.
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Ispar: Once (—1,1) arahgindan R = (—oo, +-00) kiimesine

T, >0
g(x) =<0, x=0 (18.5)
4z, <0

fonksiyonunu tamimlayalim. Bunun bbd oldugu kolayca goriilebilir. Demek ki
(=1,1) = R dir. Oysa, (0,1) ~ (-1, 1) idi. Esgiicliiliik gecisli oldugundan, artik,
her £ > 0 igin

(0,k) = (0,1) = (=1,1) = ((—00, +00) (18.6)

oldugu goriiliir. Ayrica, (0,1) ~ (0,1] esgiicliiliigii diigiiniiliirse, herhangi bir
acik, yari-acik ya da kapali araligin R gercel sayilar kiimesine eggiiclii oldugunu
soyleyebiliriz. Bu sonug, (0, 1] arahiginin sayilamazhg ile birlegtirilince, R gergel
sayilar kiimesinin sayillamaz oldugunu gosterir. [

18.1.2 Goriiyorum, ama inanamiyorum!

Kiimeler kuraminin kurucusu Cantor bir dogru parcasi {izerindeki noktalar
kiimesinden daha giiclii olan bir kiime ariyordu. Hi¢ bir kugkuya kapilmaksizin,
bir kareye ait noktalar kiimesinin, bu karenin bir kenar: iizerindeki noktalar
kiimesinden daha giiclii oldugunu saniyor ve bunu ispat etmeye ugragiyordu.
Oyle ya, kenar iizerindeki noktalar kareye de ait olduguna gore, kareye ait nok-
talarin sayisinin, bu kenara ait noktalarin sayisindan daha ¢ok olmasindan dogal
bir gey olabilir mi? Cantor 1871 den 1874 yilina kadar tam ii¢ yil inandig1 bu
sonucu dogrulayacak bir ispat yontemi aradi. Daha agikcasi, bir kareye ait nok-
talarla, bu karenin bir kenarmna ait noktalar arasinda bire-bir bir eslemenin
olanaksiz oldugunu gésterecek bir yol aradi. Uc yil busuna ugrastiktan sonra,
aradig1 6zeligin tam tersinin varligini; yani bir karenin noktalar1 sayisinin an-
cak bir kenarina ait noktalarin sayisi kadar oldugunu gordii. Cantor, bu sonuca
sagiriyor ve ¢agdag: linlii matematik¢i Dedekind’e Oyle yaziyordu: "Gériyorum,
ama inanamayorum!”
Simdi Cautor’u gagirtan bu sonucu, yine Cantor’un yéntemiyle gosterelim.

Teorem 18.1.3. Bir kare bir kenarina esgiiglidir.

IspaT: Birim kareyi, sol alt kisesi koordinat baslangicinda ve alt kenar1 Oz
ekseniyle cakigir bigimde konuglandirlim. (0, 1] araligindaki her = sayisinin bir
ve yalniz bir tane sonsuz omdalik agilimi vardir:

x=0,21222324 ... (18.7)

Simdi bu ondaliklar dizisini agsagidaki gibi bloklara ayiwralim: 0 dan farkli ve
oniinde sifir bulunmayan her ondalik kendi bagina bir blok olsun. 0 ya da ardigik
0 lar ile bunlardan sonra gelen ilk sifirdan farkli ondalik bagka bir blok olsun.
Ornegin,

r = 0,1702100637 ..., y = 0,2360470085 . . .
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sonsuz ondalik agilimlarinin bloklara ayrilisi soyledir:

z = 0,[1]7]02/1]006|3|7] . .. (18.8)
y = 0,]2/3/6]04|7/008]5] . . (18.9)

Eger (z,y) swral ¢ifti (0,1] x (0, 1] kartezyen ¢arpimina ait ise; yani birim
kareye ait bir nokta ise, z ile y sayilarini yukaridaki gibi bloklara ayirdiktan
sonra, bir z sayisini goyle olugturalim. Sirayla bir blok x den sonra bir blok y den
alarak z nin sonsuz ondalik agilimini olugturabiliriz. Bunu daha agik soylersek,
z in birinci blokuna zp, y nin birinci blokuna zo, x in ikinci blokuna z3, y nin
ikinci blokuna zy4,. .. diyelim. Bdylece bir blok x inkinden, bir blok y ninkinden
alarak

z2=0,212023 ...

sayisini olusturalim. Bu sayimnin (0, 1] araliginda olacagi apaciktir. Ornegin, yukari-
daki (z,y) siral giftine karsilik bulunacak say1

z =0,12730261040067300875 . . .
sayisidir. Yukarida agiklanan eylemi yapan
(2, y) — 2

doéniiglimi, (0,1] x (0,1] kartezyen ¢arpimindan (0, 1] kiimesine bbé dir (bunu
saglayimz). Boylece, istedigimiz sonug ¢ikmig olur.[:]

18.1.3 Siirey Hipotezi

Her sonlu kiimeden daha gii¢lii olan w dogal sayilar kiimesini inceledik. Sonra
bunun sayilabilir sonsuz bir kiime oldugunu soyledik. Daha sonra, R gergel
sayilar kiimesinin w dan daha giiclii ve sayilamaz oldugunu gordiik. Simdi ortaya
bir soru cikiyor.

Acaba w dogal sayilar kiimesinden daha gii¢lii ve R gercel sayilar
kiimesinden daha az giic¢lii bir kiime var midir?

Cantor, boyle bir kiimenin var olmadigim tahmin ediyordu. Matematikg¢ileri
uzun yillar ugragtiran bu soruya yanit verilemedi. Yanit verilemeyisgi problemi
¢ozecek kadar akilli matematikci olmayigindan degil, matematigin temellerine
inen ¢oziimsiiz bir soru olugsundan kaynaklandi. Sirey hipotezi (continuum hy-
pothesis) adiyla amlan bu konu iizerindeki ilk énemli bilgi 1940 yilinda Kurt
Gadel tarafindan verildi. Godel, siirey hipotezinin dogru ya da, yanlighgin ara-
mak yerine, sunu gosterdi:

Kendi iginde tutarh (geligkisiz) bir aksiyomatik sisteme siirey hipotezi
yeni bir aksiyom olarak katilirsa, sistemde bir ¢eligki dogmaz.
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Godel’in verdigi bu sonug, matematige bakigimizi esastan degigtirdi. Burada bir
aksiyomatik sistemin tutarh (geligmez) olmasinin ne demeye geldigini agiklamak
yararh olacaktir. Bir aksiyomatik sistem i¢inde tanimli bir p 6nermesini diigiine-
lim. Eger hem p ve hem de —p 6nermeleri ayni anda dogru oluyorsa, bu sistem
tutarsiz (celigik) bir sistemdir. Eger hem kendisi hem degili dogru olacak sekilde
hi¢ bir 6nerme yoksa, o sistem tutarli (geligkisiz) bir sistemdir.

Eger bir sistem celigik ise, bu sistem iizerinde ¢aligmanin matematiksel bir
anlami ve degeri yoktur. Celigik bir sistemde dogrular ve yanliglar belirlenemez.
Dolayisiyla, matematiksel sistemlerin geligkisiz olmalar1 esastir.

Dikkat ettiyseniz, bu kitapta yaptigimiz bazi ispatlarda Olmayana Ergi yon-
temini kullandik. Bu yontem, icinde ¢aligtigimiz matematik sistemin celigkisiz
oldugu gercegine dayanir. Dolayisiyla, bu ispat yonteminde, kabul edilen bir p
varsayimindan hareketle —p degili ¢ikarilabiliyorsa, sistemde hem p hem —p aym
anda var olur. Celigkisiz sistemde bu olamayacagindan, p varsayiminin olamay-
acag sonucuna varilir.

Bu agiklamaya gore, Godel’in verdigi sonu¢ sudur: p 6nermesi olarak siirey
hipotezini alalim. Buradan hareketle —p &nermesi elde edilemez. Bagka bir de-
yisle, Kimeler Kuraminin aksiyomlari ile siirey hipotezi ¢iiriitiilemez.

1963 yilinda Paul Cohen, bu konuyu kapatan gu 6énemli sonucu verdi:

"Siirey hipotezi kiimeler kuraminin aksiyomlarindan bagimsizdir."

Cohen sunu soyliiyor: Kiimeler Kuraminin aksiyomlarina siirey hipotezini
yeni bir aksiyom olarak kattigimizda nasil bir ¢eligki dogmuyorsa, siirey hipo-
tezinin degilini kattigimizda da bir celigki dogmayacaktir. Boylece, Cohen’in
yaptig ig bizi su sonuca gotiiriiyor:

1. Siirey hipotezini kabul eden; yani w dan daha giiclii ve R den daha az
giiclii bir kiimenin olmadig1 varsayimini kabul eden bir Kiimeler Kurami
kurulabilir. Bu sistem kendi icinde celigkisizdir.

2. Siirey hipotezini kabul etmeyen; yani w dan daha giicli ve R den daha az
giiclii bir kiimenin varligimi kabul eden bir Kiimeler Kurami kurulabilir.
Bu sistem de kendi i¢inde celigkisizdir.

3. Siirey hipotezini kabul eden sistemle etmeyen sistemler birbirlerinden farkl
celigkisiz sistemlerdir.

Cohen’in ortaya koydugu gercek, matematigin temellerinin ne oldugunu arag-
tiranlar icin ¢ok 6nemli olmustur. Bu sonu¢ tamamen dklityen ve oklityen ol-
mayan geometrilere benzer. Bilindigi gibi "paraleller aksiyomu" varsayilirsa k-
lityen geometri kurulmug olur. Bu aksiyomun kabul edilmedigi zaman o6klityen
olmayan geometriler kurulur. Oklityen olan ve olmayan geometriler kendi ic-
lerinde celigkisiz matematiksel sistemlerdir; ama birbirlerinden farkhdirlar.

Sayilamayan bir kiime olarak R nin ilging 6zelikleriyle kargilagtik. Kisa dogru
uzun dogruya ve o da biitiin gercel eksene esgiiclii oldu. Bir kare bir kenarina,
bir diizlem bir dogruya eggiiclii oldu. Dilersek, bir kiipiin bir ayrit1 kadar nok-
taya sahip oldugunu gosterebiliriz. Hatta, ¢ekinmeden, biitiin uzayin, bir atom
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¢ekirdeginin yaricapina eggiiclii oldugunu sdyleyebiliriz. Biitiin bu kiimelerin 6ge
sayilart R ninki kadardir. Oyleyse, dogal olarak su soru aklimiza gelebilir.

Acaba gercel sayilardan daha giiclii kiimeler yok mudur?

Soruya "wvardir” diye cevap verecegiz. Hatta, yalniz gercel sayilar kiimesin-
den degil, her kiimeden daha giiclii kiimeler vardir. Bunun bdyle oldugunu yine
Cantor gosteriyor.

Teorem 18.1.4. [Cantor] hi¢ bir kiime kendi kuvvet kiimesine eggii¢li olamaz.

IspaT: Olmayana ergi yontemini uygulayacagiz. A herhangi bir kiime olsun.
Bir f: A — Z22(A) bbo fonksiyonunun varoldugunu kabul edelim. Bu durumda,
her z € Aicin f(x) € Z(A) olacaktir; yani f(x), A nin bir alt kiimesi olacaktr.
A nin f(z) alt kiimesi x 6gesini ya kapsar, ya kapsamaz. Buna gore,

X=A{z|ze€A z¢ f(x)} (18.10)

kiimesini tanmimlayabiliriz. Tabii X C A, ve dolayisiyla X € Z(A) olacaktir.
Oysa kabuliimiize gore, X = f(y) olacak gekilde bir y € A var olmalidir. Oyleyse,

yeX=y¢flyy=ygX (18.11)
y¢X=yeflyy=yeX (18.12)

olacaktir. Bu celigki kabullimiizden gelmigtir. Demek ki A ile &2(A) eggiiclii
olamazlar. [J

Teorem 18.1.5. Her kiime kendi kuvvet kiimesinden daha az giiclidir.
IspaT: A herhangi bir kiime olsun. Bir
f:A— ZPA)

fonksiyonunu, her a € A i¢in
fla) ={a}

diye tanmimlayalim. Bu déniisiimiin bbi oldugu apaciktir. Oyleyse,
A P(A)
olacaktir. Ote yandan, Cantor Teoremi geregince
~(A~ 2(4))

dir. Bu son iki bagintidan

A=< Z(A)
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18.2 PROBLEMLER
1. Agagidaki eggiicliiliikleri gosteriniz:

(a) Bir kiip bir ayritina eggiigliidiir.
) Bir kiip bir yiiziine eggii¢liidiir.
) Uzay, kendi i¢indeki bir dogruya eggiigliidiir.
(d) Her n € w i¢in R" ~ R dir.
) Bir dogru bir yarim ¢embere eggiicliidiir.
) Bir ¢okgenin kenarlar1, bu ¢okgenin igine ¢izilen bir ¢embere eggiic-

liidiir.

2. Cebirsel olmayan gercel sayilara transandant sayilar denilir. Gosteriniz ki
biitiin transandant sayilar kiimesi R ye eggiicliidiir. Dolayisiyla sayilamaz
sonsuz bir kiimedir.

3. Bir A kiimesinin sayilabilir sonsuz olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul,
sonsuz bir B C A alt kiimesi i¢in B ~ A olmasidir. Gosteriniz.

18.3 TEMEL OZELIKLER

Bu kesimde, nicelik sayilar1 iizerinde yapilan aritmetige temel olan kiimesel
bagintilar gikaracagiz.

18.3.1 Birlesim Fonksiyon

f:A— Xileg: B—Y fonksiyonlar: verilmig olsun. Bu fonksiyonlarin tanim
bolgeleri birbirlerinden ayrik iseler, yani ANB = () ise AUB bilesim kiimesinden
X UY bilegim kiimesine bir f W g fonksiyonunu goyle tanimlayabiliriz:

flxz), ze€A

2@), ocB (18.13)

fwg(x) :{

f @ g fonksiyonuna f ile g fonksiyonlarinin birlegimi (union) denir.

Uyar:1 18.3.1. fWg bilesim fonksiyonu, daha 6nce tanimladigimiz f o g bileske
fonksiyonundan tamamen farklidir. Ikisi birbirine karigtirilmamalidir.

Teorem 18.3.1. f: AUC — B ise f = f|, W f|, dir.

IspAT: Kisith fonksiyon tammimdan cikar.
Bu teoremin karsitini soyle ifade edebiliriz.

Teorem 18.3.2. f: A— B, g:C - Bve ANC = ise h = f ¥ g bilegimi
asagidaki dzeliklere sahiptir.
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(i) h: AUC — B fonksiyondur.
ii) hy, = f ve hy, = g dir.
| le
(iii)

) f(x), z€A
h(z) = {g(ﬂ e (18.14)

IsPAT: AN C = oldugundan

r€ANT ¢ C = h(x)=f(z)eB

cAUuC
v :>{x§éA/\xeC:>h(x):g(x)eB

olur. O halde 2 € AUC = h(x) € B dir ve (iii) saglanir. Ote yandan z = 2’
ise,

(')
()

olacaktir. Bu demektir ki x = 2’ = h(z) = h(a’) 6zeligi saglaniyor. O halde

ze A= hr)=f(z) = f(z)

' h
x€B=h(z)=g(x)=g@)=h

h:AUC < B
bir fonksiyondur; yani (4) saglanir. Kisith fonksiyon tamimim kullamirsak,
hio =1 hz)=f(z)
hie =g < Mzx) = f(z)
olur. Bu da (%) nin saglandig1 anlamina gelir.

Tanim 18.3.1. A ile B herhangi iki kiime olsun. A kiimesinden B kiimesine
tanimli olan biitiin fonksiyonlarn kiimesi B4 simgesiyle gosterilir:

BA={f|f:A— B} (18.15)

Onerme 18.3.1. f : A — B ve g : C — D fonksiyonlari bbé olsun. Eger
ANC=0ve BND =0 1ise fWg: AUC — BUD birlegimi bbi dir.

IsPAT: f: A— BUD ve g : C — BUD birer fonksiyondur. Oyleyse, Teorem
18.3.2 uyarinca, f W g birlegsiminin AU C den B U D ye bir fonksiyon oldugunu
soyleyebiliriz. Ciinkii;

(i)

. (z,y1) € graf(fyg) =y =(fwg)(z)=f(2)
6A:>{(x,yz)egmf(ftﬂg) =y = (fWg)(z) = f(x)

olacagindan y; = yo qikar.
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(z,91) € graf(fwg) =y = (fWg)(z)=g(x)
C 17
rec= {@c,yz) Egraf(fug) =m=(fug)n) =gl o
olacagindan y; = yo qikar.
(i) ve (ii) den
r=1'= fWg(z)=fWg(a) (18.18)

cikar. O halde fWg: AUC — D U B bagmtis1 bir fonksiyondur.
Simdi f W g birlesimin bb oldugunu gostermek i¢in
(fWg)(z) = (f¥g)a) =z =2

oldugunu gostermeliyiz. Gergekten

w foge) =)
| GA:‘{wg)(m’) e

oldugundan, sol yanlarin esitligi, f(z) = f(2') esitligini gerektirir. f fonk-
siyonu bb oldugundan, z = z’ olmas1 gerekir.

(fwg)(z) =g(z)
(fyg)(a) =g(@)

oldugundan, sol yanlarin esitligi, g(z) = g(2’) esitligini gerektirir. g fonk-
siyonu bb oldugundan, z = z’ olmas1 gerekir.

x,x'eC:>{

(veAna' €C) = {(fug)) # (f g))

olmak zorundadir, ¢linkii deger bolgeleri ayriktir.
(iii) ,(iv) ve (v) bir araya getirilince, aradigimz (18.18) ozeligi ortaya
¢ikar; yani f W g fonksiyonu bire-birdir.

Son olarak, birlegim fonksiyonunun 6rten oldugunu gosterelim. Herhangi
bir y € BU D verilsin. BN D = () oldugundan yay € B yaday € D
olacaktir.

y € B ise, f fonksiyonu A dan B ye drten oldugu icin y = f(z) olacak
sekilde bir z € A vardir. Oyleyse y = (f W g)(z) yazlabilir.

y € D ise, g nin C' den D ye &rten bir fonksiyon oldugu diisiiniilerek,
yukaridaki sonuca varilabilir.

Baoylece (f W g) birlegiminin bbd oldugu gosterilmis oldu.[d
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Sonug 18.3.1. ANC =0 ve BN D = 0 olmak fizere, ejer A~ B ve C =~ D
ise AUC ~ BU D olur.

Onerme 18.3.2. A~ Bve C~D ise Ax C~ B x D dir.

IsPAT: Varsayim geregince, f : A — B ve g : C — D bbo fonksiyonlar:
vardir. Bir h: A x C — B x D bagintisim gdyle tanimlayalim:

Her (z,y) € AxCi¢in h(z,y) = (f(x), g(x)) fonksiyonunun bbé bir fonksiyon
oldugunu gosterecegiz.

((av 0)7 (bv d)) € graf(h) = (b7d) - h(a,c) = (f(a)7g(c)) (1819)
(@), (0, d) € graf(h) = (@) = h(a,c) = (fla),g(c))  (18:20)

dir. f ve g birer fonksiyon olduklarindan, bu, (b,d) = (b',d’) olmasim gerektirir.
Oyleyse, h, [F2] kogulunu saghyor. [F1] kogulunu sagladig1 apagiktir. Demek ki
h bir fonksiyondur.
Simdi A fonksiyonunun bb oldugunu gosterelim. Eger her (a,c),(a’,c) €
A x C i¢in
h(a,c) = h(d',c') = (a,c) = (d’, )

oldugunu gosterirsek, istedigimiz gey olacaktir. Gergekten sol yandaki egitlikten
(f(a),9(c)) = (f(a), g(c))
yazilabilir. f ile g, bb olduklarindan,
fla)=fla) = a=d
gle) =g(d) = c={

olmasi gerekir.

Son olarak h fonksiyonunun 6rten oldugunu gosterelim. Herhangi bir (b, d) €
B x D alahm. f nin A dan B ye, g nin C den D ye orten birer fonksiyon
olduklarini diigiiniirsek,

(b= f(a)) A (d=g(c))

olacak gekilde bir a € A ile bir ¢ € C vardir. Oyleyse, (a,c) € A x C dir ve
h(a,c) = (b,d) dir. @

Sonug 18.3.2. Bir dizlem tizerindeki noktalarin sayisi, bu dizlem icindeki bir
dogru tzerindeki noktalarin sayist kadardir.

IspaT:
RZ2~R (18.21)

oldugunu gostermeliyiz. (0, 1] araliginin R ye esgiiclii oldugu kullanilirsa, Teorem
18.1.3 ile Onerme 18.3.2 den hemen cikar. [

Onerme 18.3.3. A~ B ve C =~ D ise AC ~ BD dir.
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IsPAT: Varsayimdan, f : A — Bve g : D — C bbd fonksiyonlarinin oldugunu
soyleyebiliriz. Simdi A® den B ye bir h bagintisim gdyle tanimlayalim: C' den
A ya her o fonksiyonu icin; yani her v € A% icin

ha)=foaoyg

diyelim. h(a)) € BP oldugu apacgiktir. Oyleyse, h fonksiyonunun bbo oldugunu
gostermemiz yetecektir. Bunu ii¢ adimda gosterecegiz.

1.Adim: h, A® den BP ye bir fonksiyondur. Bunun icin
(), (') € graf(h) =y =y
oldugunu gostermeliyiz. Gergekten
(a,y) € graf(h) =y=h(a)=foaoyg (18.22)
(a,y') € graf(h) =y =h(a) = foaog (18.23)
dir; yani y = ¢/ diir. Demek ki h, fonksiyon olma kogullarim saglar.
2.Adim: h bb dir. Bunun i¢in
h(a) = h(ad") = a=d
oldugunu géstermeliyiz. Gergekten sol yandaki egitlik
foaog=fod og

demektir. Esitligin her iki yaninin soldan f~1 ile, sagdan g~! ile bilegkesi
alinirsa, istenen gey gikar.

3.Adim: h &rten bir fonksiyondur. Eger her 3 € BP icin
ha)=p

olacak sekilde bir o € A nin varhgim gosterebilirsek, istenen sey cikmig
olacaktir. Gergekten

a=fTrofop!
nin isteneni sagladigi hemen goriiliir. [
Onerme 18.3.4. A, B, D kiimeleri verilsin. Eger BN D = 0 ise
AB x AP ~ ABYP (18.24)
dir.

Ispar: Herhangi bir f € AP ile herhangi bir ¢ € AP alalim. Bu durumda
(f,9) € AB x AP olacaktir. Bu gekildeki her sirali ¢ifti APV ye ait fwg birlesim
fonksiyonuna egliyen bir o bagintisi diigiinelim; yani AZ x AP den ABYP ye

o:(fg9) = fug

bagintisini tanimlayalim. Onermeyi ispatlamak icin, bu bagintinin bbé bir fonk-
siyon oldugunu gostermek yetecektir. Bu igi ti¢ adunda yapacagiz.
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1.Adim: o, AZ x AP den ABYP ye bir fonksiyondur.
((f,9),y) € graf(o) =y=0(f,9)=fWg (18.25)
((f.9),y") € graf(o) =y =o(f.9) = fWyg (18.26)
dir, ki buradan y = 3’ ¢ikar. O halde o fonksiyon olma kosullarim saglar.

2.Adim: o bb dir.
((fag)7 (fa g/)) S AB X AD

olmak {izere o(f,g) = o(f’,¢’) olsun. Buradan
fog=fuyg

cikar. Oyleyse;

be B=f(b)=(fwg)b)=(f'wg)(b)=f'(b)

de D= g(d)=(fwg)(d) = (f¥g)(d) =g'(d)
olacaktir, ki bu

f=1f ve g=4¢
olmasini gerektirir. Demek ki
o(f.9) =0o(f'.9) = (f.9)=(f.9)

diir. Bu, o fonksiyonunun bb oldugunu gosterir.

3.Adim: o orten bir fonksiyondur.
Herhangi bir h € ABYP secelim. B ile D ayrik olduklarindan, h nin B ye
kisitlamasi ile A nin D ye kisitlamas: olan fonksiyonlarin birlegimi A ya
esit olacaktir; yani
(f=hp)ANg=hp)=h=[wg
dir. Bu durumda
o(f,9)=fWwg=h

olur.
Onerme 18.3.5. A, B, D herhangi i¢ kiime ise
AP x BP ~ (A x B)P (18.27)
dir.

IspaT: f1 € AP, f, € BP olmak iizere bir f € (A x B)P fonksiyonunu goyle
tanimlayalim:

VezeD igin  f(z) = (f1(z), f2(x))
Oyleyse,
o:(fi,f2) = f

déniigiimii AP x BP den (A x B)P ye tanimhidir. Simdi bunun bbé bir fonksiyon
oldugunu gosterecegiz.
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1.Adim: ¢ bb dir.
((flan))a (91,92)) S AD X BD

olmak {izere

a(f1, f2) = (91, 92)

oldugunu varsayalim. Her z € D igin g(z) = (g1(z), g2(x)) olmak iizere

yazabiliriz. Buradan

(f1(2)), f2(2)) = (91 (%), g2())
c¢ikar. Ohalde, her z € D i¢in
fi(x) = g1(z), fa(z) = g2(2)
dir; yani
fi=agq1, f2=g2
dir. Oyleyse,
o(f1, f2) = o(g1,92) & (f1, f2)) = (91, 92)

olur ki bu ¢ nmin bb olmas: demektir.

2.Adim: o Orten bir fonksiyondur.
Herhangi bir h € (A x B)P secelim. Her x € D i¢in h(z) = (hy(x), ha(z))
olacak gekilde bir hy : D — A ile bir hy : D — B fonksiyonu vardir. Daha
acikcasi, A x B den A ya ve A x B den B ye giden
(a,b) —ra ve (a,b)—b
izdiigiim fonksiyonlarini, sirasiyla, m4 ve mp diye gosterirsek,

hi=ma0h ve hg=mgpoh

olacaktir. Burada h; € AP ve hy € BP oldugu apaciktir. Artik, o nin
tanimindan,

o: (hi,he) — h

oldugu hemen goriiliir.
Onerme 18.3.6. A, B, D herhangi ii¢ kiime ise
(AB)P ~ ABXD (18.28)

dir.
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IspaT: Herhangi bir F € (AP)P verilsin. Her d € D igin F(d) € AP dir. B
den A ya olan bu fonksiyonu kisaca f; ile gosterelim; yani

fa=F(d) (18.29)

diyelim. Tabii, her b € B i¢in f4(b) € A dir. B x D den A ya bir f fonksiyonunu

f(b,d) = fa(b) (18.30)

ile tammlayalim. O halde her F' € (A®)P i¢in yukaridaki gibi tanimlanan bir
f € ABXP fonksiyonu vardir. Boylece bir

o (ABYD 5 ABXD (18.31)
bagintisini
oc:F—f (18.32)

seklinde tanimlayabiliriz. Bu bagmtinin bbé bir fonksiyon oldugunu gosterirsek
ispat bitecektir.

1.Adum: Her (b,d) € Bx D i¢in (18.30) nin sag yam A ya ait belirli bir 6gedir.
F,F' € (AB)P olsun. Eger F # F' ise, en az bir d € D igin

F(d) # F(d)
olur. Oyleyse (18.30) den
fa=F(d) # F'(d) = fg

yazabiliriz. fg # f) olduguna gore, en az bir b € B icin f4(b) # f(b)
olacak demektir. Oyleyse, (18.30) den

f(byd) = fa(b) # fa(b) = f'(b,d)
yazilabilir. Demek ki F' # F’ ise o(F') # o(F") diir.

2.Adim: o(F) = o(F’) oldugunu varsayahm. (18.24) ten f = f’ gkar. O
halde, (18.30) den, her d € D i¢in f; = f/ ve dolaysiyla (18.29) den her
d € D igin F(d) = F'(d) gikar. Demek ki

o(F)=0(F)=F=F
dir.

3.Adim: ¢ 6rten bir fonksiyondur.

Her hangi bir g € AB*P secelim. Verilecek herhangi bir d € D ye karsilik
bir g4 € AP fonksiyonunu sdyle tanimlayabiliriz:

9a(b) = g(b,d)
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Su halde her d € D ye karsilik bir g; € AP bulabiliyoruz. Oyleyse,
d+— gq

bagintisini D den AB ye bir fonksiyon olarak diisiinebiliriz; yani
G(d) = ga

dersek, G, D den AP ye bir fonksiyon olacaktir, ki bu G € (AZ)P olmas:
demektir. [

Onerme 18.3.7. Her X kiimesi icin, X kiimesinin kuvvet kiimesi ile 2 kiimesi
esguclidir.

IspAT:
P(X)~2% (18.33)

oldugunu géstermek icin, 2 = {0,1} oldugunu diisiiniirsek, 2% kiimesi X den
{0, 1} kiimesine olan biitiin fonksiyonlardan olusan kiimedir. Bir A C X alt
kiimesinin 4 ile gosterilen belirtgen (karekteristik) fonksiyonu

1, z€A
XA(Z’):{O’ rd A (18.34)

geklinde tanimlaniyordu. Demek ki her A € Z(X) igin
xa €2% (18.35)
dir. Simdi 2(X) den 2% kiimesine
VAe 2(X) i¢in ~v: A+ xa

bagintisin1 tanimlayalim; yani X kiimesinin her alt kiimesini bunun belirtgen
fonksiyonuna egleyen bagintiya v diyelim. Bunun bbé bir fonksiyon oldugunu
gosterecegiz.

1.Adim: + bir fonksiyondur.

(Ayy) € graf(y) = y=7(A) = xa (18.36)
(A y) e graf(v) =y =~v(4) = xa (18.37)

dan y = ¢y’ ¢kar; yani v bagmtis1 [F2] kogulunu saglar. [F1] kogulunu
sagladigi ise, v nin tamimindan bellidir.

2.Adim: ~ bb dir.
Her A, B € Z(X) igin

Y(A)=v(B)=xa=x=>A=DB

dir, ki bu istenen geydir.
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3.Adim: ~ &rten bir fonksiyondur.

Herhangi bir f € 2% secelim. Eger A = f~1(1) dersek, v(A4) = f olacag
hemen goriiliir. [

Onerme 18.3.8. Esgiicli iki kiimenin kuvvet kiimeleri de esgiclidiir.

IspaT: X ile Y herhangi iki kiime olsun. Eger X ~ Y ise, Gnerme 18.3.3 ve
Onerme 18.3.6 6nermeleri geregince,

cikar. Eggiicliiliik gecisli oldugundan,
XrY=>2X)~2(Y)

olur. [

18.4 ALISTIRMA

1. {A;|i € I} ve {B;|j € I} aileleri veriliyor. Eger her 2 € I i¢in A, = B,
ise

U4 =B (18.38)

el el
14 ~]] 5. (18.39)
el el

oldugunu gosteriniz.

2. (Cantor Kiimesi) 1883 yilinda Alman matematik¢i Georg Cantor tarafin-

dan agiklanan, ama daha once 1875 yilinda Henry John Stephen Smith
tarafindan kurgulandigi anlagilan bu kiime, 6lgiim kuraminda ve topolo-
jide ilging 6zeliklere sahiptir.
Kiime soyle kurgulamyor. Ilk adimda [0, 1] araliginin ortasindan ticte biri
atiliyor. Tkinci adimda geriye kalan iki alt arahgm ortalarindaki iicte birlik
araliklar: atiliyor. Ugiincii adimda geriye kalan dért alt araligim ortalarin-
daki iicte birlik araliklar: atiliyor. Bu eylem sonsuz kez tekrarlanirsa, geriye
kalan kiimeye Cantor kiimesi (Cantor ternary set) denilir.

Cantor kiimesinin ilging 6zeliklerinden bazilar1 sunlardir:
(a) n -inci adimda kalan araliklar: veren bir yinelge formiilii kurulabilir.
(b) Bos kiime degildir.

(¢) Sayilamaz sonsuz bir kiimedir.

(d)

(e) Salt topolojiye gore kapali bir kiimedir.

Her adimda atilan ii¢te birlik araliklarin toplam uzunlugu 1 dir.
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(f) Salt topolojiye gore tam bir metrik uzaydir.

(g) Tamamen sinirli bir kiimedir.

(h) Tikiz bir kiimedir.
)
)
)

i) Her noktas1 bir yigilma noktasidir.

(i
(]
(k) Hig bir yerde yogun degildir.

Hic bir i¢ noktas1 yoktur.

Bunlar1 gostermeyi deneyiniz.

Yor GOSTERME: Ardigik adimlarda geriye kalan araliklar gunlardir:
LAdm: [0,3]U[3,1]
2.Adim: [0, L] U [3%7 31U [3%7 312] U [3%, 1]

w
w

n -inci adimda atilan kiime

o Cnfl 2 Cnfl
o= (%) (G5

Eyleme boyle devam edersek, geriye kalan kisimda hi¢ bir aralik ola-
maz. Olsaydi, bir sonraki adimda onun da ortasindaki iigte birlik kisim
atilacakti. Bu nedenle, geriye kalan kisma, yani Cantor kiimesine Cantor
tozu adi da verilir. Olciim kuraminda bu kiimenin Slciimiiniin 0 oldugu
gOyle gosterilir. Her adimda atilan kisimlarin uzunlugunu biliyoruz. Bun-

lar1 toplarsak,
1
<1_2) =1 (18.40)

olur. [0, 1] arahiginin dl¢iimii (uzunlugu) 1 olduguna gore geriye kalan Can-
tor tozunun Sl¢iimii 0 olmalhidir.

L 1,2, 4.8, 1
gntl 3 9 927 8 3

3. Katsayilar1 rasyonel sayilar olan bir polinomun kokii olan sayiya cebirsel
say: denir. Cebirsel olmayan sayilara transandant sayilar denilir.

(a) Cebirsel sayilarin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

(b) Transandant sayilarin sayillamaz oldugunu gosteriniz.



