Bolim 16

SONSUZUN OYKUSU

16.1 ZENO’NUN KAPLUMBAGASI

Eski Yunan diiglintirii Zeno (M. 0. 490-485), hizli bir kogucunun bir kaplumba-
gaya, hicbir zaman yetigemeyecegini savunur ve der ki, herhangi bir zamanda
A noktasindaki kogucu ile B noktasindaki kaplumbaga ayni dogrultuda yariga
baglasinlar. Kogucu A noktasindan B noktasina yetigene kadar, kaplumbaga B
den ilerideki bir B’ noktasina varacaktir. Bu yeni konumda, kogsucu A; = B
noktasinda ve kaplumbaga ise By noktasindadir. Kosucu A; den Bj ye gelene
kadar, kaplumbaga B; den bir By noktasina gelecektir. ikisi arasindaki uzaklik
ne kadar kisa olursa olsun, kaplumbaga yariga devam ettigi siirece, yukaridaki
durum her defasinda yeniden tekrar edeceginden, kogucu, kaplumbagaya hicbir
zaman yetigemiyecektir.

16.2 HAREKET YOK MU?

Yukaridakine benzer olarak, Zeno, hareketin olanaksizligin1 savunur ve der ki;

"Atilan bir ok higbir zaman hedefine varamaz . Ciinkii, hedefe vara-
bilmesi icin 6nce ilk yar yolu agmas: gerekir. Tk yar1 yolu agmasi icin
once onun ilk yarisini agsmasi gerekir. Ilk yarinm ilk yarismi da asmasi
igin 6nce onun da ilk yarisini agmasi gerekir... Ne kadar kiigiiliirse
kiiciilsiin, bu ilk yar1 yollar durmadan ortaya cikacaktir. Oyleyse bu
ok hedefine varamayacaktir. Hatta, ok yerinden firlayamayacaktir.
Gergekte hareket yoktur. Gordiigiimiiz bir iliizyondur."

Zeno'nun bu digliniigii de mantik agisindan dogrudur. Ama, yine herkes
biliyor ki, atilan ok bir hedefe varir. Oyleyse bu celigki nereden geliyor?

16.3 SONSUZLUK

MATEMATIGIN EN BUYUK DEVRIMI
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Yukaridaki 6rneklere benzer geligkiler, bir biitiiniin istenildigi kadar kiigiik
parcalara ayrilamayacagi goriigiine gidebilir. Zeno’'nun her iki 6rneginde "zaman"
va da "uzakhk" kavramlarimin sonlu dtesi kiiciik parcalara ayrilmas: celiskiyi
yaratmaktadir. Oysa, sonsuz serilerin yakinsakligi kavrami bilinince Zenonun
dogru diislincesinden hareketle onun vardig: yanlig hilkkme varilmayacagini bugiin
¢ok iyi biliyoruz. Ama, eski ¢ag diigiiniirleri benzer ¢eligkilerden sakinmak i¢in,
yizyillar boyunca, "sonsuz" kavramim konu disi tutmuglardir. Onlara gore,
ornegin, bir daireyi iki egit parcaya, bolmek olanaksizdir. Ciinkii, dairenin merkezi
parcalardan ancak birisine ait olacagindan egitlik bozulacaktur.

17. ylizyilda, matematik analizin bir araci olarak "sonsuz kiigik" ve "sonsuz
biiyik" kavramlar genig 6lgiide kullanilmaya baglandi. Bu tiir gizil (potansiyel)
sonsuzluk kavrami giivenle kullanilirken, "sonsuz dgeli kiime" kavrami taa 19.
ylizyilln ortalarina dek dokunulmaz (tabu) bir kavram olarak kaldi. Bu tarih-
lerde, Cek bilgini B. Bolzano, sonsuz kiimelere ilk el atan matematik¢i olmustur.
Daha sonra, Alman matematikgisi George Cantor (1845-1918) sonsuz kiimeler
kuramini mitkemmel bir bi¢cimde kurmustur. Sonlu kiimelerin 6zelikleri o zaman-
lar zaten biliniyordu. Cantor, sonsuz kiimelerin sonlu kiimelerden ¢ok farkl ve
o zaman i¢in olagan dig1 sayilan 6zeliklere sahip oldugunu ortaya koydu. Bu &ze-
likleri ileride ayrintilariyla inceleyecegiz. Ama, sonlu kiimelerle sonsuz kiimeler
arasindaki belirtken fark: ortaya koymak icin, su soruyu soralim:

"Bir biitiin bir parcasina esgiiclii olabilir mi?"

Kiime sonlu ise, bildigimiz gibi bu sorunun cevabi ’hayir’ olacaktir. Ama,
kiime sonsuz ise, cevabimiz ’evet’ olacaktir. Bunun nedenini ileride gorecegiz.

Stanislaw Lem ’ den bir Oykii Asagidaki 6ykii Polonyah fantezist Stanis-
law Lem’den alinmigtir. Yazarin, sonsuz kavramini bu denli giizel anlatimina,
dogrusu ya, bizim ekleyecegimiz bir gey kalmad.

16.4 OLAGANUSTU OTEL

Eve olduk¢a ge¢ dondiim. Andromedalilar kuliibiindeki toplanti gece yarisindan
cok sonraya dek uzamusti. Biitiin gece kabus gordiim: Onceleri dev yaratiklarla
ugrastim. Sonra da kendimi yeniden Durtitov gezegeninde buldum. Ustelik, o
makinadan, hani o insan1 altigene ¢eviren ve bir daha da diizeltmeyen o korkung
makinadan nasil korunacagimi da bilemiyordum... Neyse ki hesapta olmayan bir
telefonla uyanarak kabuslarimdan siyrildim. Hattin 6biir ucunda eski dostum
ve yildizlar arasi seyahat arkadagim Profesér Tarantog vardi. Sesinden, gene
iistesinden gelemedigi bir igle kargilagtigr belliydi. Hemen konuyu acti:

"Dostum Kalender, ilging bir problemle kargi kargiyayiz. Astronom-
lar bir galaksi boyunca uzanan kara bir bant kegfettiler. Ne oldugunu
kimse bilemiyor. En iyi teleskoplar: ve radyo teleskoplar: takip gon-
derdigimiz roketler bile bu esrarengiz nesneyi anlayamadan déndiiler.
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Saatlerdir bu igle ugragiyoruz. Artik bagka yollardan umudu kestik.
Hemen AC'D — 1587 takim yildizina dogru yola ¢ikmaya hazirlan!"

Ertesi giin emektar foton roketimi tamirciden ¢ektim. Yolculuk icin gerekli
her seyi icine yerlestirdim. Ozellikle, yildizlar aras: biitiin dilleri ve en giizel
Oykiileri bilen elektronik robotumu unutmamaya dikkat ettim. Gidecegim yerde,
onsuz hi¢ kimseyle konugamayacagim gibi, bu uzun yolculukta heran génliimiin
diledigi tiirden Oykiiler anlatmasa, can sikintisindan 6lebilirim. Robotum enaz
beg yillik bir yolculuga yetecek kadar 6ykii bilmektedir. Yola ¢iktim.

Her zaman oldugu gibi, énceleri yolculugum cok iyi geciyordu. Hatta, dos-
tum Tarantog’un verdigi bu ig’ten memnun bile olmugtum. Ama roketimin za-
man ayarindaki bir bozukluk nedeniyle, yolculuk umdugumdan daha ¢ok siirdii.
Doéniiste, ya tamircimi degigtirecegim ya da roketimi... Zavalli robotum, ben
sikilmayayim diye enaz on kez devrettigi dykiiler arasindan, o an i¢in hoglanabile-
ceklerimi bir daha segmeye ugrasiyordu. (Bir elektronik robottan bir ykiiyii on
kez dinlemekten daha berbat bir gey olamayacagini ona ne diye 6gretmemigler
sanki!) Neyse ki sonunda hedefimiz uzaktan goriindii. Galaksiye yaklagtikca, ne
oldugunu diinyadan anlayamadigimiz o kara bantin hemen hemen her burgta
kurulan heyuld’ birer yap: oldugunu gordiim. Uzaktan bakinca, biz, bu yapilar
galaksiyi boydan boya agan kara bir bant olarak gérmiigtiik.

Bu yapilardan ¢ogunu geride birakarak galaksinin merkezine ilerledim ve bu
heyula yapilardan biri olan Kozmoz oteline indim.

Bir zamanlar bu galakside gorevliydim. O zamanlar gezginlerin siginacag:
kiiciik peykler yaptirmigtim. Ancak, zamanla gezginlerin sayis1 ¢cok arttigindan,
galakside peyk trafigi tehlikeli bir hal almig. Ustelik geligen evrende bu peyk-
ler oldukga ilkel sayilmaya baglanmig. Bunun iizerine, peykleri toplayip onlarin
yerine, hemen hemen her bir burg¢ta sonsuz odali birer otel yapmaya karar ver-
migler. Hemen her burcta diyorum, ¢iinkii ingaat sirasinda; galaksideki canlilar
biraraya topladiklar1 bir ka¢ milyon burg harig, 6tekilerin (ki sonsuz sayidadir)
herbirisine bir otel kurmuglar. Boylece sonsuz odali bu oteller, hem bulunduk-
lar1 burcun bolgesindeki biitiin yildizlara hem de bagka galaksilerden o yildizlara
gelecek gezginlere yetsin diye diiginiilmiis. Yap1 malzemesi olarak, galaksiye ait
yildizlardan uygun maddeler taginmig. Gergekten oteller harika. Sonsuz odali
Kozmoz otelinin herbir odasinda, her hangi bir galaksiden gelecek miigterinin
yagsam kogullarina ayarlanabilecek her tiirlii konfor var. Oday1 istediginiz gaz
ile doldurabilir, istediginiz sicakliga ayarlayabilirsiniz. Musluklardan isterseniz
sicak ya da soguk su, isterseniz istediginiz kivamda plazma akar. Dilerseniz,
gece sizi atomlariniza ayirirlar, sabahleyin yeniden birlestirirler. Dogrusu ya, bu
galakside uygarlik bizimkinden daha ileride. Bizimkilerin, bu gidigle; kalkinma
hizin1 yeniden ayarlamalar: gerekecek.

Biitiin bunlara kargin otele indigimde pek talihli sayilmazdim. Otel yeni
acilmugt1. Personel heniiz iglere iyice alisamamgti. Ustelik Uzay Zoologlar: Kon-
gresi burada toplanmist1. Oteki biitiin galaksilerden gelen zoologlar otele benden
once inmiglerdi. Sonsuz ¢okluktaki bu galaksilerden gelen bu miigteriler, sonsuz
odali Kozmoz otelini ¢coktan doldurmuslard: bile...
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Roketim bakim gérmeden ve ben de iyice dinlenmeden ne diinyaya donebi-
lirdim ne de bir bagka burcta bog otel aramak icin yola ¢ikabilirdim. Otel katibi
halden anladi. Once, telefonla odalar arayarak, odasini benimle paylagsacak bir
zoolog aradi. Sonunda buldu; hem de iki centilmen. Ne yazik ki bu centilmen-
lerden birisi odasini flilor gazi ile doldurmustu, 6tekinin de 8600 C de uyumasi
gerekiyordu. Nazik kabulleri i¢in her ikisine de ayr1 ayri tegekkiir ederek, yine
katibin yanina dondiim. Katip bu kez otel miidiiriine ¢akti. Adim duyan miidiir
kogsarak yamma geldi. Mutlu bir tesadiif, kendisi buradaki eski dostlarimdan
birisiydi. Hemen katibe emretti:

"Konugumuzu 1 Nolu odaya al."

Katip biraz sagkin cevap verdi:
"Peki ama 1 Nolu odadaki miigteriyi ne yapayim?"

"1 dekini 2 ye, 2 dekini 3 e, 3 dekini 4 e al.... Bdylece biitiin miigter-
ileri birer numara geriye kaydir."

Bu cevaptan sonra, otelin olaganiistii bir dzeligini anlamigtim. Eger sonlu
sayida oda olsaydi, her miigteri bir geriye kayinca, en son odadaki miisteriye
yer kalmazdi. Ama oda sayisi sonsuz oldugu i¢in, higbir miigteriyi otelden ¢ikar-
madan, herkesi birer geriye kaydirmak miimkiindii. Ertesi giin 1000 000 Nolu
odaya ge¢mem rica edilince hi¢ sagirmadim. Zira V.SK — 3472 numarali galak-
siden gelen zoologlar benden sonra yetigmiglerdi, dolayisiyla, otel miidiirii bu
gruba dahil 999 999 yeni miisteriye yer agiyordu. Ertesi giin hesab1 6demek iizere
agagiya indigimde, katibi ¢ok telagh gordiim. Holdeki kayit biirosunun 6niinde
kuyruga girmis olan bir kalabaliktan giiriiltiiler geliyordu :

"Andromeda’dan iki pulum var. Sirius’dan iki pul ile degigtirmek
istiyorum..."

"Erpean’dan 57 nci uzay yilina ait bir pul ariyorum..:"
Katibe,
"Bunlar da kim ?"
diye sordum.
"Yildizla.r arasi kugseverler kongresi delegeleridir."
diye cevap verdi.

"Cok kalabalik midirlar?"

"Hem de nasil!.. Sonsuz ¢oklukta ... Herbir galaksiden bir delege
var."

O an pencereden digariya baktim. Holdeki kuyruk, digarida da taa Macellan
bulutuna dogru uzayip gidiyordu.
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"Peki ama bunlara nasil yer bulacaksimiz simdi! Ustelik zoologlar
yarina kadar otelden ayrilmayacaklar..."

dedim.

"Dogrusu ben de bilmiyordum. Zaten gimdi durumu miidiire anlat-
maya gidiyordum. Liitfen beni birka¢ dakika bekleyiniz."

diyerek katip odadan ¢ikti.

Goriiniige bakihrsa bu kez problem daha zor ¢oziilmiistii. Katibin birkag
dakikas1 bir saati ¢oktan agmigti ki, yorgun ama memnun bir yiizle odasina
dondii. Benim varhgimi bile unutarak, adamlarina buyruk vermeye basladi :

"1 numaradakini 2 numaraya..."

diye soze bagladi. Ben o an neredeyse igimden kis kis giilmeye baglayacaktim.
(Ciinkii bu yontemi benim ic¢in uygulamiglard: ve biliyordum ki bu ig ancak sonlu
sayida yeni miigteriye yer acabilirdi. Oysa bunlarin kapisinda sonsuz ¢oklukta
miigteri kuyrukta bekliyordu. Ama katip soziinii,

"2 numaradakini 4 numaraya, 3 numaradakini 6 numaraya; genel
olarak n numaradakini 2n numaraya yerlegtiriniz."

diye bitirince, sorunu gercekten ¢ézdiiklerini anladim. Bu yontemle sonsuz ¢ok-
lukta olan biitiin tek numarali odalar1 bosaltabiliyorlardi. Artik, bunlara kugse-
verleri yerlegtirebileceklerdi. Béylece ¢ift numarali odalar uzay zoologlar: ve tek
numarali odalar da uzay kugseverleri tarafindan iggal edilmis olacakti. Roketimin
bakimi yapilmig, geri doniig i¢in hergey hazirdi. Ama Kozmoz otelinin konforu
ve uzay zoologlar ile kurdugum icten dostluklardan daha ok, bu otelin gimdi
kargilagtigim bu ikinci olaganiistii 6zeligi beni doniis kararimdan vaz gegirdi.
Biraz daha kalirsam, belki Kozmoz otelinin bagka olaganiistii 6zeliklerini daha
ogrenebilirdim. Gecikecegim i¢in dostum Tarantog’un cani sikilsa bile, bu mera-
kim1 yenemeyecektim. Sonunda ben de biitiin zoologlar gibi odami degigtirdim
ve 1000000 numarali odadan cikip 2000000 numarali odaya yerlestim. Bu
arada, Samanyolu’dan gelen ve kuyrukta 574 iincii sirada yer alan kugsever
bir arkadagim 1147 numaral odaya yerlesmisti. Genel bir kural diye sdylersek,
kugseverlerin meydana getirdigi kuyrukta m-inci sirada yer alan bir miigteri
2n — 1 numarali odaya yerlesmigti. Ertesi giin zoologlarin kongresi bitip her
biri kendi yurduna déniince otelde bir ferahlama sezildi. Bu arada otel midiirii
arkadagim, beni, kendisine ayrilan lojmandaki bog bir odaya yerlegtirmek neza-
ketinde bulundu. Otelin yaris1 bogaldig: i¢in miigteriler kadar otel personeli de
memnun goriiniiyordu. Ama onlar1 memnun eden bu igin otel miidiiriinii mem-
nun etmedigi anlagiliyordu:

"Otelin yaris1 bogaldi. Bu gidigle igletmemiz zarara girecek!..."

diye dertlendi. Gercekte, sonsuz miisterisi olan bir otelin nasil olup da zarar
edebilecegini anlayamadim. Ama konugmusg olmak i¢in,
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"Oyleyse miisterilerini tekrar siklagtir; zoologlarda oldugu gibi otel
yeniden dolsun."

dedim.
"Hay allah, bunu neden diigiinemedim gimdiye dek?"

diye hayiflandi. Hemen telefona sarilarak katibe ne yapacagim anlatti. Za-
ten bu kez problem kolaydi. Kugseverler 1,3,5,7,...2n — 1,... gibi tek numarah
odalar1 doldurmuglardi. Oyleyse, 1 numaradakini yerinde birakarak, 3 numara-
dakini 2 numaraya, 5 numaradakini 3 numaraya; genel olarak, 2n—1 umaradakini
n numaraya yerlestirmek yetecekti. Boylece, yarisi bog olan otele hicbir yeni
miigteri gelmedigi halde, mevcut miigterilerle otel yeniden doldurulmustu.

Yazik ki bu sorunun ¢oziimiiyle miidiiriin sevinci uzun siirmedi. Galakside
hemen her burc¢ta kurulan herbiri sonsuz odali sonsuz ¢okluktaki otellerin hemen
bogaltilmas: buyrugu gelmigti. Otellerin ingaat1 sirasinda 6teki yildizlardan tasi-
nan yapt malzemeleri nedeniyle galaksi i¢i yildizlar arasi ¢gekim dengesinin bozul-
dugu saptanmigti. Bunun ileride ciddi sorunlar yaratmasindan korkuluyordu. Bu
nedenle, bu otellerin yikilip, herbir yildiza ait malzemelerin geriye g&tiiriilmesi
kararlagtirilmigti. Yikim, igine hemen baglanacagindan, bu otellerin biitiin miig-
terilerinin beg giin i¢inde Kozmoz oteline yerlegtirilmesi 6ngoriilmiigtii. Zavall
dostum, Kozmoz oteli miidiirii, 6niine gelene dert yaniyordu:

"Once, her odas1 dolu otelime yeni bir miigteri geldi. Yer yok demedim.
Ona bir oda buldum. Sonra 999 999 yeni miisteri daha geldi. Onlan

da geri ¢evirmedim. Herbirine bir oda buldum. Daha sonra, tama-

men dolu olan otelimin oda sayis1 kadar yeni miigteri daha geldi.

Onlara da yer yok demedim, herbirisine bir oda verdim. Ama bu

kez ne yapabilirim ben ? Sonsuz ¢oklukta burg, her burcta bir otel,

her otelde sonsuz coklukta miigteri var. Simdi biitiin bunlari, zaten

tamamen dolu olan otelime nasil yerlegtiririm? Bu buyrugu verenler

beni sihirbaz mi1 saniyorlar?"

Miidiiriin bu gekilde yakinmasi birkag saat siirdii. Ne var ki buyruk buyruktu
ve de buyrugun yerine getirilmesi i¢in zaman daraliyordu. Bakti ki yakinmanin
yarari yok, oturup sorunu ciddi olarak diigiindii. Bir de baktik ki otelin her
yanina duyurular astiriyor. Bu sorunu ¢oziimleyene istedigi bir galaksiye gezi
yapma olanag saglayacakti. Oteldeki biitiin miigteriler ve biitiin personel her
igi bir yana birakip bu problemi diigiinmeye bagladilar. Neden sonra ag¢ilardan
birisi heyecanla miidiiriin odasina dald: ve su 6neride bulundu:

"Birinci otel bizimki olsun. Bizim otelde, 1 numaradaki miigteriyi
yerinde birakimz. 2 numaradakini 1001 numaraya, 3 numaradakini
2001 numaraya, 4 numaradakini 3001 numaraya . .. v.b. yerlegtiriniz.
Sonra ikinci oteldeki miigterileri, bizim otelin 2,1002, 3002, ... nu-
marali odalarina yerlegtiriniz. Sonra ii¢iincii otelin miigterilerini bizim
otelin 3,1003, 2003, 3003,4003, ... numarali odalarina yerlestiriniz
Ve artik bu ige boylece devam ediniz."
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Odadakiler bir an duraksadi. Acaba sorun ¢oziimlenmig miydi ? Midiir,
sOylenenleri en bagindan dikkatle yeniden diiglinmeye koyuldu. Biraz sonra agciya
dondii:

"Bak, sana once bir eski hikaye anlatacagim. Eski Roma senatosu
imparator Tiberius un onuruna, Eylil ayinin adini " Tiberius" olarak
degistirmeyi onerir. (Temmuz — Julius ve Agustos — Augustus adlar
daha once imparator adlarimy almiglard:.) Tiberius, igneli bir ifadeyle
senatosuna gu cevabi verir:

"Peki ama oniigiincii Sezar’a ne Onereceksiniz?’
Simdi ben de sana sunu soruyorum:

Onerdigin plana gore, dncelikle, Kozmozun biitiin miisterilerini yine
Kozmoza degigik bir bicimde yerlegtiriyorsun. Sonra ikinci otelin
biitiin miisterilerini de ayni sekilde Kozmoza yerlestirebiliyorsun.
Ugiineii, dérdiinei, ... , bininci otelin biitiin miisterilerini de ayni
plana gore yerlegtirebileceginizden hi¢ kugskum yok. Peki ama 1001
inci ve ondan sonraki otellerin miigterilerini ne yapacaksin?"

Aggmin plani ilgingti ama problemi tam ¢6zemiyordu. Biraz sonra otel mu-
hasebecisi bir bagka Oneriyle ¢ikageldi. Onun 6nerisi geometrik dizilere dayani-
yordu. Birinci oteldekileri 2,4, 8,16, 32, ... numarali odalara ; bagka bir deyigle
2,22,23 24 25 numarah odalara yerlestirecekti. Tkinci 6teldekileri 3,9, 27, . ..
numarali odalara; bagka bir deyisle 3,32, 32,3%,... numarali odalara yerlestire-
cekti. Uciincii oteldekileri 4,42, 43,44, ... numaral odalara,. . . Ve bdylece devam
ediyordu ki, miidiir s6ziinii kesti:

"Herkese bir oda istiyoruz. Sizin bu plana gore, 6rnegin, birinci otelin
2 numarali miigterisi ile {i¢iincii otelin 1 numarah miigterisini Koz-
moz’un 4 numarali odasina yerlegtirmis oluyorsunuz."

Bir sessizlik ¢oktii odaya. Bu umut da m1 boga c¢ikiyordu? Bu noktada séze
karigtim. Ne de olsa, Yildiz Akademisinde bes yillik matematik &grenimimin
boguna olmadigini ispatlamak firsat1 dogmustu:

"Baylar," dedim "yalmz asal sayilar1 kullanirsak bu yontem isler.
Once, 2 den baglayarak asal sayilari, kii¢iikten biiytige dogru 2, 3,5,7, ...
gibi siralayalim. Birinci otelin miigterilerini ilk asal sayinin kuvvet-

leri ile numaralanmis odalara; yani 2,22,23,... numarali odalara
yerlestirelim. Ikinci otelin miisterilerini ikinci asal saymnin kuvvet-
leri ile numaralanmis odalara; yani 3,32, 33,3, ... numaral odalara

yerlegtirelim. Boylece devam edersek, tigiincii otelin migterilerini
5,52,53,5%, ... numarali odalara; dérdiincii otelin miisterilerini 7, 72, 73, . ..
numarali odalara, ... v.b.

Miidiir :
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"Yani bdyle yaparsak, bir odaya birden ¢ok miigteri girme olasilig
kalkiyor mu?"

diye sordu.

"Elbette!" diye cevap verdim. " Cinki iki asal sayinin pozitif tam
kuvvetlerinden herhangi ikisi esit olamaz; yani p ile ¢ herhangi iki
asal say1 ise ve p # q ise, her m, n pozitif tamsayilar i¢in p™ # ¢"
dir."

Miidiiriiriin yiizii giilmiigtii artik. Sorunun c¢oziildiigiine inanmigti. Ancak
igin pratik yoniine kolaylik kazandirmak icin, son dneriyi sdyle degistirdi:

"Yalniz 2 ve 3 asal sayilarim kullanalim. n-inci otelin m-inci odasin-
dan gelecek miisteriyi Kozmoz’un 2™3™ numarali odasina yerlegtire-
lim."

Gercekten bu ¢ok daha kolay uygulanabilir bir yontemdi: Buna gére her
hangi numarali bir otelin herhangi numarali bir odasindan gelecek miigteriye,
Kozmoz’da hangi numaral odaya yerlegecegini, daha girigte kapici bile sdyleye-
bilirdi. Tabii, m # p ya da n # ¢ ise 2™3™ # 2P39 oldugundan, her miisgteriye
bir tek oda verilebilecekti.

Artik herkes memnundu. Coziillemez sanilan problem ¢oziilmiistii. Ama ne
ben ne de miidiir ortaya konan armagana hak kazanamiyorduk; ¢iinkii bu ¢oziime
gore otelin biiyiik bir kismi bog kaliyor, dolayisiyla igletme zarar1 doguyordu.
Benim ¢6ziime gore, 6rnegin, 6,10, 12, ... numaral odalar; daha genel soylersek,
bir asal saymin bir kuvveti olarak yazilamayan sayilara kargihk gelen biitiin
odalar bog kaliyordu. Midiiriin ¢oziimiine gore, 23" geklinde yazilamayan
sayilara kargilik gelen biitiin odalar bog kaliyordu. Su aksilige bakin ki, biraz
once, herbiri Kozmoz biiyiikliigiindeki sonsuz ¢oklukta bu dolu otellerin miigte-
rilerini zaten dolu olan Kozmoz’a sigdiramiyorduk. Simdi ise ayni miigterilerin
hepsini Kozmoz’a yerlegtirdigimizde bile buray: dolduramiyoruz. Bu, Kozmozun
kargilagtigim iigiincii olaganiistii 6zeligi oluyordu. Dogrusu geciktigime degmigti.

Armaganm kazanan ¢éziimii, bir kugseverler delegesi olan Swan galaksisi Ma-
tematik Akademisi Bagkani onerdi. Bagkan, siral ciftlerden olugan ve adina
Cantor Karesel Dizimi dedigi bir tablo diizenlemigti. Tablodaki sirali ¢iftler-
den herbirisi bir miisteriyi gosteriyordu. Ornegin; 5 inci otelin 102 numarah
odasindaki miigteriyi (5,102) sirali ¢ifti ile; daha genel sdylersek, n-inci otelin
m-inci odasindaki miigteriyi (n,m) swrali ¢ifti ile temsil ediyordu. Sonra birinci
otelin miigterilerini temsil eden sirali ¢iftleri bir satir halinde yaziyor, o satirin
altia ikinci otelin miigterilerini temsil eden sirali ciftleri, onun altina ii¢iincii
otelinkileri,. . .. Boylece Tablo 16.1 ortaya gikiyordu:

Artik sézkonusu biitiin miisteriler bu tabloda yer aliyordu. Ornegin, 7000
inci otelin 888888 numarali odasindaki miigteriyi temsil eden (7000, 888 838)
sirali ¢ifti, tabloda 7000 inci satir ile 888 888 inci siitunun kesigtigi yerde yer ali-
yordu. Tabloyu hepimiz az ¢ok anlamigtik, ama bu tablonun ne ige yarayacagini
anlayamiyorduk. Bagkan kisa konugtu:
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L1 (L2 (1,3) (1,4 (1,m)
@1 (22) (23 (24) (2, m)
3,1)  (3,2) (3,3) (3,4 (3,m)
1) (42) (43) (44) (4,m)
1) (2 (3 (4 ... (nm)

Tablo 16.1: Cantor Kareleme Dizimi

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,m)
+ + 1 s 1 +
(2,1) « (2,2 (2,3) (2,4) (2,m)
s 1 + 1 +
3.1 « (32 « (33 G4 .. (3,m)
+ +
41) « 42 « (43 « (44 .. (4,m)
(1) + 2 « m3) « M4 ... « (L,m)

Tablo 16.2: Cantor Kareleme Sayimi

"Kareleme yontemiyle miigterilerinizi yerlegtiriniz."

Hic kimse bir sey anlamamigti. Miidiir sordu:

"Nasil yani ?"

"Cok kolay!"

dedi, Swan Matematik Akademisi Bagkam ve Tablo 16.2 iizerinde
aciklama yapmaya basladi:

" (1,1) deki miigteriyi 1 numaraya, (1,2) dekini 2 numaraya, (2, 2)
dekini 3 numaraya, (2,1) dekini 4 numaraya yeriestiriniz. Dikkat e-
derseniz tablomuzun sol iist kogesindeki ilk kareye ait sirali ¢iftleri
kullandik. Simdi ikinci kareye, gecelim. Karenin sag iist kdgesinden
baslayacagiz. (1,3) deki miigteriyi 5 numaraya, (2,3) deki miigteriyi
6 numaraya, (3,3) deki miigteriyi 7 numaraya,(3,2) deki miigteriyi
8 numaraya, (3,1) deki miigteriyi 9 numaraya yerlegtiriniz. Yine
dikkat ederseniz, tablonun sol iist kogesindeki ikinci kareye ait biitiin
sirali ¢iftleri kullandik. Artik boylece devam ediniz. Bakiniz, 6rnegin,
iiglincii kareye ait sirali ¢iftleri, sag {ist kogeden sol alt kogeye dogru
oklarla gosterdigim sirada yerlegtireceksiniz. Sonra 4-iincii, 5-inci,
6-1nci, ... kareler i¢in de aymn isi yapacaksiz."

Miidiir :



194 BOLUM 16. SONSUZUN OYKUSU

"Acaba bu kez biitiin miigteriler Kozmoz’a sigacak m1 7"

diye kuskuyla sordu.

"Elbette!" dedi bagkan "Hem biitiin miigteriler sigacak, hem de bog
yer kalmayacak. Bakiniz bu tablodan goriildiigii gibi, ilk n tane otelin
ilk n odalarindan gelecek n? miisteriyi Kozmoz’un ilk n? odasina
yerlegtirmis olacaksiniz. Biitiin miigteriler er ya da ge¢ bu kareler-
den birisine dahil olacaklardir; yani Kozmoz’a yerlegebileceklerdir.
Ornegin, 217 inci otelin 136 numaral miisterisi 217 inci karede yerini
alacaktir. Hatt4, isterseniz hangi numaraya, gidecegini de soyleye-
bilirsiniz. Bu miisteri (216)? 4+ 136 numarali. odaya yerlegecektir.
Genel bir kural olarak, n-inci otelin m-inci odasindaki miigteriyi,
eger n > m ise, Kozmozun ((n — 1)2 + m numaral odasma, eger
n < m ise Kozmoz'un (m? —n + 1) numarah odasina yerlegecektir."

Bagkanin Onerisini gimdi hepimiz iyice anlamigtik. Gergekten hem biitiin
miigteriler Kozmoz'a sigiyor, hem de Kozmoz'un hicbir odasi1 bog kalmiyordu.
Kugsever matematik¢i LC' R — 287 galaksisine bir gezi kazanmig oldu.

Bu bagarili ¢6ziim onuruna, otel miidiirii o akgsam biitiin miigterilere bir davet
verdi. Aksilige bakin ki davette bile problemler gikmaya bagladi. Kozmozun
tek numarah odalarindaki miigteriler davete yarim saat gec geldiler, baktilar
ki, biitiin sandalyeler cift numarali odalarin miisterileri tarafindan doldurul-
mug durumda. Oysa, nazik otel miidiiriimiiz, herkese ancak bir sandalye ayira-
bilmigti. Ne var ki, artik otel katibi bile bu igin {istesinden gelebilirdi. Daha
onceden edindigi bilgiye gore sandalyelerdeki konuklari uygun bigimde geriye
kaydirarak yeni gelenlerin hepsine yer acti. Tabii, digaridan tek bir sandalye bile
getirmeye ihtiyac kalmadi. Biraz sonra konuklara dondurma sunuldu. Baktilar
ki her konuga ikiger kiilah diigiiyor. Oysa aggibagi herkese ancak birer kiilah
hazirlamigti. Saniyorum ki artik bunun nedenini sizler de benim gibi kolayca
anlayabiliyorsunuz.

Giderek, artik bu otelde olanaksiz sandigimiz hergeyin olabilecegine inan-
maya bagliyordum ki nazik dostuma yeni bir buyruk daha ulagti. Merkezden,
Miigterilerin Kozmoz oteline ne kadar degisik bi¢cimlerde yerlestirilebilecegi soru-
luyordu. Herbir yerlegme bigimi, bog odalar 0 ile dolu odalar 1 ile gosterilmek
iizere bu iki rakamdan olugsan sonsuz bir satir dizisi ile temsil edilecekti. Ornegin,
yalniz tek numarali odalarin dolu oldugu yerlegsme bicimi

1010101010...

dizisi ile; biitiin odalarin dolu oldugu yerlegsme bicimi

1111111111 ..

dizisi ile; biitiin odalarin bog oldugu hal (ki bu igletmenin iflas1 demektir)
ise,

000000000. ..

dizisi ile temsil edilecekti.

Otel miidiirii problemi bir siire diigiindiikten sonra gdyle bir yol buldu. Otelin
her katinda sonsuz coklukta oda vardi; yani otelin herbir kati, otelin biitiin
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odalar1 kadar odaya sahipti. Dolayisiyla, her katin, sorumlusundan miigteri-
leri kendi katina nasil yerlegtirecegini belirten bir liste istedi. Farkli iki kattan
gelen listelerin ayni olmamas i¢in de gerekli kontrolun yapilmasimi buyurdu.
Otelde sonsuz ¢oklukta yerlesme bicimi gosteren diziler verilmig oluyordu. Artik
miidiiriin yapacag: ig bu dizileri alt alta yazip meydana gelen listeyi ilgili yere
gondermekti.

Dostuma,

"Bu listenin tam olduguna nasil giiveniyorsunuz? Acaba bu listede-
kilerden farl bir yerlegme bi¢imi olamaz mi?"

diye sordum.

"Dogrusu, bilemiyorum. Elimde sonsuz ¢coklukta yerlegsme bigimi var.
Oyleyse, biitiin yeriesme bigimleri bu listede var olmalidir, diye diisii-
niiyorum."

dedi.

"Bu listenin tam olmadigim gosterebilirim. Size, elinizdekilerden farkli
bir yerlesme bi¢imi bulacagim."

dedim. Otel miidiirii bana:

"Dostum Kalender, belki bu liste eksiktir. Ama bunun béyle oldugunu
hi¢ kimse gosteremez. Zaten elimizde sonsuz ¢oklukta dizi var. Bun-
dan &tesi nasil olacak 7"

dedi.

Dostumla iddiaya girerek ise koyuldum. Once her katin sorumlusnna Gner-
digi yerlesme bicimini ilgili odalarin kapisina yazmalarini rica ettim. Yani, bog
onerdikleri odalarin kapisina 0, dolu 6nerdikleri odalarin kapisina 1 yazmalarim
istedim. Sonra birinci kattaki birinci odanin kapisina gittim. Kapida 0 vardi. Ku-
racagim dizinin ilk terimini 1 olarak yazdim. Sonra ikinci kata ¢iktim. Bu kez bu
katin ikinci odasiin kapisindaki numaraya baktim: 1 idi. Dizimin ikinci terimi
olarak 0 yazdim. Sonra f{iciincii kata ¢iktim, {iclincii odanin kapisina baktim:
1 idi. Dizimin {i¢iincii terimi olarak yine 0 yazdim. B&ylece her katta o katin
numarasina egit numarali odanin kapisinda 0 mi, yoksa 1 mi yazih olduguna
bakiyor, 0 ise 1, 1 ise 0 rakamini hazirladigim diziye yaziyordum. B&ylece her
katta dizimin bir teriminin ne olmasi gerektigine karar veriyordum: Buna gore,
ornegin, 778 inci katta, yalnizca 778 numarali odanin kapisina bakiyorum, kapida
0 varsa dizimin 778 inci rakamini 1 diye yaziyorum; 1 varsa 0 diye yaziyorum.

Biitiin katlarda ayni igi yaptiktin sonra hazirladigim diziyi gururla miidiiriin
oniine koydum :

"Iste dostum," dedim "listenizde olmayan bir yerlesme bicimi!"

"Bunun benim listemde olmadigim nasil bilebiliyorsun 7"
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"Cok kolay. Kurdugum bu dizi, sizin listedeki birinci dizi olamaz,
ciinkii ilk rakamlar: farkhdir. Tkinci dizi de olamaz, ciinkii biitiin
oteki rakamlar egit olsa bile ikinci rakamlarinin farkli oldugunu goriiy-
oruz. Ugiincii diziye bakalim, {iciincii rakamlar farklidir... Genel ola-
rak, benim kurdugum dizi ile sizin listedeki n-inci diziyi kargilagtiralim.
Bu iki dizinin n-inci terimleri farklidir: ¢iinkii diziyi, 6zellikle, boyle
olacak gekilde kurdum. Demek ki, bu dizi sizin listedeki dizilerden
higbirisine egit degildir."

Miidiir, bu bagarimdan pek memnun goriinmeyerek,

"Eh!" dedi "Gyleyse sizin diziyi de listeye ekleyelim, listemiz tam
olsun."

"Yoo..." dedim "Bu liste hichir zaman tam olamaz.... Bu diziyi list-
eye ekleseniz, ne degigsecek? Gene elinizde numaralanabilen sonsuz
coklukta bir diziler listesi olacak. O zaman ben, bu yeni listeye gore,
onceki yontemi kullanarak bu yeni listede de olmayan yeni bir dizi
daha kurabilirim. Hem bu igin sonu hi¢ gelmez. Her seferinde, listede
olmayan yeni bir dizi bulabilirim."

"Yani, simdi bu igin icinden ¢ikamadik, diye mi bildirelim merkeze?"

diye sordu.

"Hayir," dedim "tam tersine, sorunu ¢oziimledik Onlarin istedigi
gibi, miigterilerin Kozmoz’a miimkiin biitiin yerlegme bicimlerini bir
listeye siralamak olanaksizdir. Bagka bir deyigle, bu yerlesme bicim-
lerini numaralamak; yani saymak olanagi yoktur. Daha agikcast,
sayrlamaz sonsuz coklukta yerlesme bicimi vardir."

Haber merkeze dogru yola c¢ikarken ben de nazik arkadagim otel miidiiriine
veda ederek emektar roketime atladim. Doniigte, dostum Tarantog’a o kara bant-
tan daha ¢cok Kozmoz otelini, daha dogrusu sonsuz kiimelerin kargilagtigim bu
olaganiistii 6zeliklerini anlatacaktim.

Uyar: 16.4.1. Bu noktada artik kahramanimiz Kalender’i rahat birakalim ve
ona fiziksel olarak olanaksiz bildigimiz bazi geyleri nasil bagardigini sormayahm.
Ornegin, rolativite kuramina gére 300 000 km/sn den daha biiyiik bir hizla her
hangi bir isaret gondermek olanaksizdir. Dolayisiyla, otel miidiiriiniin buyruk-
larinin biitiin odalara ulagmas1 bile sonsuz zamani gerektirir. Bagka bir dey-
isle, bu buyruklar hi¢bir zaman her odaya ulagamayacaktir. Aym sekilde, kahra-
manimizin sonsuz ¢okluktaki katlar1 dolagsmasi da hicbir zaman bitmeyecektir.



