Bolum 11

ISLEM

11.1 ISLEM KAVRAMI

Say1 kiimeleri iizerinde dirt islem adiyla anilan toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve
bolme iglemlerini yapmay1 biliyorsunuz. Ayrica, bu iglemlerin yer degisme, bir-
lesme, dagilma Ozelikleri ile birim oge, ters 6ge varhgi kavramlarini, kullanarak
iglemler (operator) yapiyor ve problemler ¢oziiyorsunuz.

Bu béliimde, bu tiir iglemleri, soyut bir matematiksel yap1 icinde inceleye-
cegiz. Bu inceleme sonunda ulagacagimiz genel kurallar, istedigimiz somut du-
ruma kolayca uygulanabilecektir.

11.1.1 Birli iglemler

Tamim Bir kiimeden kendisine tanimly olan her fonksiyon, bir birli iglem’dir.

Ornekler

1. Z Tam Sayilar Kiimesi olmak iizere, Z den Z ye tammh f(z) = —z fonk-
siyonu birli bir iglemdir.

2. Sifirdan farkli Rasyonel Sayilar Kiimesinden kendisine tammli f(z) = %

fonksiyonu birli bir iglemdir.

11.1.2 1kili Iglemler

Tanim: A # () ve A C B ise, her
f:AxA—B
fonksiyonu, A tzerinde bir ikili iglem’dir.

Birli ve ikili iglemler apacik belli olacagi igin, birli iglem, ikili iglem terimleri
yerine, kisaca, islem diyecegiz. Bu kisaltma bir kargiklik yaratmayacaktar.
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Islemler, fonksiyonlarin ozel bir tiiriidiir. Bir fonksiyonun iglem oldugunu

belirtmek igin, onlari, fonksiyonlar icin kullandigimiz f, g, h,... gibi harflerle
degil; 6zel simgelerle belirtiyoruz. Bu simgeler, say1 kiimelerinde kullandigimiz
+, —, X, -, + simgeleri olabilecegi gibi, x. o, &, 6, ®, ®, O,--- gibi simgeler
olacaktir.

Uzerinde bir ya da daha cok islem tammh bir A kiimesi, bir matematiksel
yapr’dir. Bu yapiy1, (A, ®,®),---) bi¢iminde gosterecegiz.

A iizerinde bir * igleminin tanmimli olmasi1 demek, & : A x A — B fonksiyonu-
nun verilmig olmasi demektir. Oyleyse, x iglemi, her (z,y) € A x A sirali ciftini
bir tek z € B 6gesine egleyecektir. Cogunlukla, z goriintiisiinii x x y simgesiyle
gosterecegiz:

*:(z,y) 2 x*xy =2z

Bunu "z islem y egit z" diye okuyacagz..

Ornek
N Dogal Sayilar kiimesi iizerindeki ¢carpma iglemini - ile gosterelim.

- NxN—=N, -: (m,n)—mn

dir.

11.1.3 n-li Iglemler

Tanim:
A # 0 ve n € N olmak iizere A nin n kez kendisiyle kartezyen ¢arpimindan
A ya tanimli her fonksiyon bir n-li iglemdir. Bunu simgelerle gdsterirsek, her

fiAXAXx..xA— A

fonksiyonuna, A kiimesi iizerinde bir n-li iglemlem denilir.

11.2 ISLEMLERIN OZELIKLERI

Kapalilik

* fonksiyonunun goriintii kiimesi bazan A kiimesine esit olur; bazan da A dan
biiyiik olur. Bu iki durumu birbirinden ayirmak gerekir.

Tanim: x, A kiimesi iizerinde bir iglem olsun. Eger * fonksiyonunun goriintii
kiimesi, A ise; yani,
x: AxA— A

bir fonksiyon ise, “ A kiimesi * iglemine gore kapalider" denilir.
Bu durumda,
Ve,yec A i¢in zxy=2z2€ A

olur.
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Eger, * fonksiyonunun goriintii kiimesi, A kiimesininden biiyiikse, " A kiimesi
* iglemine gore kapali degildir," denilir.

Uyari 11.2.1. Ashinda islemin kapali olmasi tanimi, fonksiyon (iglem) tanimimiz
uyarinca, gereksizdir. Ciinkii iglem tanimli ise, zaten kapalilik 6zeligi saglanacak-
tir. Bu kavram, fonksiyon tanimiin iyi yapilmadigl eski zamanlardan kalan
bir aligkanlik olarak siirmektedir. Bir ¢ok kaynakta kargilagildig: icin, bu tanim
bilgi amaciyla buraya alinmigtir. Bizim iglem tanimimiz kapalilik kavramini kap-
samaktadir.

Ornekler

1. Dogal Sayilar Kiimesi ¢carpma iglemine kapalidir.
Gergekten, iki dogal sayimin ¢arpimi gene bir dogal sayidir. Bunu, simge-
lerle ifade etmek i¢in, N Dogal Sayilar Kiimesi {izerindeki ¢arpma iglemini
7.7 ile gosterelim.

- NxN—=N, -:(m,n)—>mmneN

oldugundan, - ¢carpma iglemi Dogal Sayilar Kiimesi iizerinde tanimlidir;
yani, N kiimesi ¢arpma iglemine kapalidir.

2. Dogal Sayilar Kiimesi ¢ikarma iglemine kapali degildir.

Bayle oldugunu 6rneklerle gosterebiliriz:
7—2=5€N dir;ama 2-7=-5¢N

oldugundan, ¢ikarma igleminin goriintii kiimesi, Dogal Sayilar Kiimesinden
biiyiiktiir. Bagka bir deyigle, — : N x N — N tanmimli degildir; dolayisiyla,
Dogal Sayilar Kiimesi ¢ikarma iglemine kapali degildir. Ote yandan,

—:NxN—>7Z

tanimlidir.

Bu tiir 6zelikler, matematiksel yapilarin genigletilmesi gerekcesini dogurur.

Yer Degigim

Tamim: Bog olmayan bir A kiimesi {izerinde tamimlh x islemi verilsin. Her
x,y € A igin,
TxY=Y*xT

oluyorsa, x igleminin yer degigim (takas - komutatiflik) 6zeligi vardir, denilir.

Ornekler

1. 5.7 = 7.5 6rneginde oldugu gibi, her m,n dogal say1 cifti icin m.n = n.m
dir. O halde, Dogal Sayilar Kiimesi {izerinde ¢arpma iglemi yer degigimi
Ozeligine sahiptir.
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2. 9—5 # 5—9 6rneginde oldugu gibi, her m, n dodogal say1 ¢ifti i¢cin m—n #
n —m dir. O halde, Dogal Sayilar Kiimesi {izerinde ¢ikarma iglemi yer
degigimi 6zeligine sahip degildir.

Daha genel stylemek gerekirse;

a. Say1 kiimeleri iizerinde tamumh toplama (+) ve ¢arpma (.) iglemlerinin
degisme 6zeligi vardir.

b. Cikarma (—) ve bolme (+) iglemlerinin degisme 6zeligi yoktur.

Birlesme Ozeligi

Birlesme Ozeligi
Bog olmayan bir A kiimesinde tanimh bir * iglemi verilsin. Her z,y,z € A
icin,
xx(y*xz)=(r*xy)*z

oluyorsa x igleminin birlesme 6zeligi vardir, denilir.
Ornekler
1. 2.(3.4) = (2.3).4 orneginde oldugu gibi, her m,n,r dogal sayilar igin
m.(n.r) = (m.n).r dir. O halde, Dogal Sayilar Kiimesi {izerinde garpma
iglemi birlesme 6zeligine sahiptir.
2.40 : (20 : 2) =4 # 2 = (40 : 20) : 2 6rneginde oldugu gibi, her p,q,r
rasyonel sayilar icin m : (n : r) # (n : m) : r dir. O halde, Rasyonel

Sayilar Kiimesi iizerinde boélme iglemi birlesme 6zeligine sahip degildir.

Genel olarak, say1 kiimeleri {izerinde toplama ve carpma iglemleri birlegme
Ozeligine sahiptir; ama ¢ikarma ve bolme iglemlerinin birlesme 6zeligi yoktur.

11.3 Birim Oge
* iglemi bir A kiimesi {izerinde tamimli olsun. Her z € A igin,
ThkEeE=T =€e*XT

esitligini saglayan bir e € A varsa, e 6gesine, x iglemine gore birim (etkisiz) dge,
denilir.

Ornekler

1. 84+ 0 = 8 = 0 + 8 orneginde oldugu gibi, her k tam sayis1 i¢in k + 0 =
k =0+ k dir. O halde, 0 sayisi, Tam Sayilar Kiimesinde iizerinde taniml
toplama iglemine gore birim 6gedir.
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2. A={2,3,4,...} kiimesi {izerinde - ¢carpma iglemi tanimlidir; yani,
T AX A= A < (m,n) - mmn

bir ikili iglemdir. kapalilik, yer degigimi ve birlesme 6zelikleri saglanir.
Ama, bir saymin 1 den basgka bir sayi ile ¢arpim kendisine esit olamaz.
1 ¢ A oldugundan, ¢arpma iglemine gore birim 6ge A i¢inde yoktur.

@ rasyonel sayilar kiimesi iizerinde “x" iglemi
axb=a+b+ab

biciminde tanmimlansin. Bu iglemin, varsa, birim elemanini1 bulalim.
Tanim geregince Va € @ i¢in a x e = e x a = a olacak bi¢iminde bir e € Q
arayacagiz.

axe=a a+e+ae=a
e+ae=0
(14+a)e=0
(e=0)V(14a=0)

e=0€e€@

Pl

olur. Va € @ icin,
ax0=a+04+a0=a

oldugundan sagdan birim eleman e = 0 dir.

exa=a = e+a+t+ea=a

= e4+ea=0

= e(l+a)=0
= (e=0)V(1+a=0)
= e=0€@Q

olur. Va € @ icin,
Oxa=0+a+0a=a
oldugundan “x” igleminin soldan birim elemani e = 0 dir.
@ da tammh “x” igleminin hem sagdan, hem soldan birim elemam 0 (sifir)

oldugundan, iglemin birim elemani vardir ve e = 0 € @ dur.
Birim eleman ¢ogunlukla e ile gosterilir.

11.4 Ters Oge

Bir OGENIN TERSI
Tanmim: A kiimesinde tanimli bir x iglemi verilsin ve buna gére birim e birim
Ogesi var olsun. Her z € A igin,

THY=€e=yY*T
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esitligini saglayan bir y € A varsa, y Ogesi, x iglemine gére, x 6gesinin tersidir.
Sayi kiimeleri iizerinde, toplama iglemine gore, bir z 6gesinin tersi —z; carpma

islemine gore 27! = %, x # 0 dir. Ornegin, 12 nin toplamsal tersi —12; carpim-
1 5 5 5
sal tersi 15 dir. Aym bigimde, _(_3) iin toplamsal tersi —(—3) =3 carpimsal
5 3
tersi (—g)’1 = —— dir.

Say1 kiimelerinden edindigimiz aligkanlikla, soyut kiimeler {izerinde taniml
olup + iglemine benzeyenlere toplama islemi; - islemine benzeyenlere de ¢arpma
islemi, diyecegiz. Dolayisiyla, bir x 6gesinin toplamsal tersi —z; ¢arpimsal tersi

™! simgesiyle gosterilecektir.

Dagilma Ozeligi
Bos olmayan bir A kiimesi iizerinde & ve ® iglemleri tanimli olsun. Va,b,c € A
icin,

a®@bdc)=(a®b) & (a®c)

esitligi saglaniyorsa, ® igleminin @ iglemi tizerine soldan dagilma 6zeligi vardir;
(a@b)@c=(a®c) & (bRc)

esitligi varsa ® igleminin @ islemi tizerine sagdan dagilma 6zeligi vardir, denilir.
Hem soldan, hem sagdan dagilma 6zeligi varsa, ® igleminin & iglemi iizerine
dagilma 6zeligi vardir.
Say1 kiimeleri iizerinde ¢arpmanin, toplama iizerine dagilma 6zeligi vardir;
ama, toplamanin carpma iglemi iizerine dagilma &zeligi yoktur.

Tanim: A kiimesi {izerinde tanimli bir x iglemi olsun. Eger Vz € A i¢in,
Vre A ignzxu=uxx=u

olacak bigimde bir u € A varsa, u ya x igleminin yutak (yutan) égesi denilir.

Ornek
Say1 kiimeleri iizerinde carpma igleminin yutak 6gesi 0 sayisidir; ¢iinkii, her
T sayis! i¢in,
2.0=02z=0

dir.

11.4.1 Coziimlii Ornekler
Ornekler

1. Q Rasyonel Sayilar Kiimesi iizerinde & iglemini agagidaki esitlik ile tanim-
layalim: a+b ve 3 iglemleri, Q iizerindeki toplama ve bélme iglemleri olmak
iizere, Vz,y € Q igin,

T+y
x@yz—Q (2)
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diyelim.
Simdi bu iglemin niteliklerini arastiralim.
(a) Q kiimesi @ iglemine gore kapalidir; ¢iinkii Va,y € Q igin, (2)
egitliginin sag yani daima bir rasyonel sayidir.
(b) @ isleminin yer degisim ozeligi vardir; ¢linkii,

r+y y+x

TOY =3 2

=ydx.

(¢) @ isleminin birlegme 6zeligi yoktur; 6rnegin,

11

20(168)=266=4 #  =308=(204) 8

dir.

(d) 0 sayisi, @ iglemine gore, Q iginde birim 6gedir; ¢iinkii,

vx(m—i—o _ T O—I—x)

2 2 2
dir.

(e) Her x rasyonel sayisinin, & iglemine gore, Q igindeki tersi —z
sayisidir; ¢linkii,
T—x

x®(—x) = 5 =0

dir.
(f) (Q,®) sistemi yer degigimli bir gruptur.
2. Q Rasyonel Sayilar Kiimesi iizerinde ® iglemini agagidaki egitlik ile tanim-
layalim: a + b ve a.b iglemleri, Q iizerindeki toplama ve ¢arpma iglemleri
olmak iizere, Vz,y € Q igin,

TRy=z+y+ay (3)

diyelim.

Simdi bu iglemin niteliklerini arastiralim.

(a) Q kiimesi ® iglemine gore kapalidir; ¢iinkii Va,y € Q igin, (3)
esitliginin sag yani daima bir rasyonel sayidir.

(b) ® igleminin yer degigim ozeligi vardir; ¢linkii,

rQRQyYU=cr+yt+ry=y+rt+yr=yQr
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(c) @ igleminin birlegme 6zeligi vardir; ¢iinkii,

TRz = z@@Y+z+y.2)

x4+ y+z4+yz)+a(y+z+y.2)
= z4+y+tztyztaytzz+a(y.z)
r+ytary+z+arztyz+ (vy)z
(t4+y+zy)+z+(@+y+azy)z
= (zxy)®=z

dir.
(d) ® islemine gore, Q icindeki birim 6ge 0 dir; ¢iinkii,

Vzigin,(z ®0) = (z4+04+2.0) = 2z = 0+2+02)=(0® )

dir.
(e) Bir z # —1 sayisinin, ® islemine gore, Q icindeki ters 6gesi 1:_—’;
dir; ¢iinkii,
© =0
x =X T - =
1+ 1+ 1+
dir.

(f) ((Q\{1}),®) sistemi yer degigimli bir gruptur.

3. Q iizerinde taniml olan ® isleminin, & iglemi iizerine dagilma ozeligi
vardir:

+z
@ (y®z) = ®(y2 )
. Y+ z Y+ z
= +—2 +x 5
r x yYy+z Y Y+=z x.z
2+2+ 2 + 2 + 2 + 2
_ (:U+y+x.y>+(x+z+x.z>
2 2 2 2 2 2
_ (ztytay) F(rt+z+az)
- 2
(z@y)+(z®=2)
B 2

4. (Q,®,®) sistemi yer degigimli ve birimli bir halkadar.

Onceki 6rneklerde gosterilen nitelikler, bu énermenin ispatidir.
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5. Q fzerinde tamimh olan ® iglemine goére, iki saymnin tersleri agagida

gosterilmigtir.
7
T = —
1+7
N
8
(S - )
4 L+ (=)
_ 2
9

6. Q izerinde tanimh olan ® iglemine gore, —1 sayisinin ters Ggesinin
olmadigini gbsteriniz.

—(=1

1—1 3

bolme iglemi tamimsizdir. Oyleyse, ® iglemine gére —1 in tersi yoktur.

= ifadesinin sag yan1 tamimsizdir; ¢iinkii, say:1 kiimelerinde 0 ile

7. Oge sayis1 az olan kiimeler iizerinde ikili bir islem tamimlamak ya da
tanimlanmig bir iglemi gdstermek i¢in, agagidaki gibi islem tablosu diizen-
lenebilir.

O 0 T | *
VRSV SR SRR VR R Y
occo oy oo
o0 o Yo
AT Ay T~
o O T O T 8|
O O T Y|

kbgegen

Bu tabloda, ikili iglemin ilk 6gesi satirlarin solundan, ikinci 6gesi stitunlar-
dan segilir. Islem sonucu, secilen satir ve siitunun kesisgtigi yerdeki 6gedir.
Ornegin, yukaridaki tabloda taniml iglem igin,

(a,a) — a*xa=a
(a,b) — axb=a
(¢,f) — c*xf=c
(d,e) — dxe=b
(e,d) — exd=hb

dir. Diger sonuclar da benzer bicimde listelenebilir.
A={a,b,c,d,e, f} icin,

1. A kiimesinin, * iglemine gore kapal oldugu,



116 BOLUM 11. ISLEM

2. x igleminin yer degigim 6zeligine sahip oldugu,
3.« isleminin birlegme 6zeligine sahip oldugu,

tablodan kolayca g¢ikarilabilir.
8. A =1{1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde © iglemi,
abeA = a®b=3a-2b

bi¢iminde tanimlaniyor. Islem tablosunu yapiniz ve ® igleminin 6zeliklerini

inceleyiniz.
|1 2 3 4 5
171 -1 -3 -4 -7
214 2 0 -2 -4
3|7 5 3 1 -1
4110 8 6 4 2
5113 11 9 7 5
kosegen
yukaridaki tabloda taniml iglem icin,
(1,1) —» 161=1
(1,2) — 1062=-1
(3,2) = 302=5
(4,3) - 403=6
(5,5) — H5O5H=5

dir. Diger sonuclar da benzer bigimde listelenebilir. Tablodan, ® igleminin
su Ozeliklerini gorebiliriz.

(a) A kiimesi, ® iglemine kapah degildir; ¢iinkii, goriintii kiimesi
B={-7,-5,-4,-3,-1,0,1,2,3,4,5,7,8,9,11,13}
kiimesidir. Bu kiime A nin bir has {ist kiimesidir. Dolayisiyla,
O:AxA—- A
islemi tamimsizdir; bunun yerine
©:AxA—B

islemi tanimhdir.

(b) © isleminin yer degisim 6zeligi yoktur; 6rnegin,
302=5%£0=(23)

diir.
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(¢) © igleminin birlegim 6zeligi yoktur; 6rnegin,
30(465)=302=5

oldugu halde,
B304)65=1605=-7

dir.
(d) A kiimesinde, ® iglemine gore birim 6ge yoktur; ¢iinkii,
VieA = z0@e=z=e®x
esitligini saglayan bir e € A 6gesi yoktur.

(e) Birim 6ge olmadigina gore, A i¢indeki hi¢ bir 6genin tersi olamaz.

11.5 ALISTIRMALAR

1. Tlk6gretim cagindan bu yana, 6grendiginiz birli ve ikili islemleri yaziniz.

2. N=1{0,1,2,3,---} dogal sayilar kiimesi iizerinde = ®y = 3z + 2y esitligi
ile tamimlanan iglemin tablosunu, ilk 5 x 5 satir x siitun i¢in diizenleyiniz.
Islemin 6zeliklerini aragtiriniz.

3. A={-i,—1,0,1,i} kiimesi tizerinde,
1«x1=1,(-1*(-1)=1,1%xi=d,ix1=4,ixi=—1

eglemeleri ile x iglemi tanimlaniyor. * igleminin tablosunu yapiniz; 6zelik-
lerini inceleyiniz.

4. 1 says1, R gergek (reel) sayilar kiimesi iizerinde tanimli bélme igleminin
birim 6gesi midir? Neden?

5. Z Tamsayilar Kiimesi iizerinde,
r,y €Z icin zoy=4x + 3y
bagintisiyla tanimlanan iglemin,

(a) Yer degisim 6zeligine sahip midir?

(b) Birlesme 6zeligine sahip midir?
6. Q Rasyonel Sayilar Kiimesi iizerinde,
z,y €Q icin zoy=x+4+y—zy
bagintisiyla tanimlanan iglemin,

(a) Yer degisim ozeligine sahip midir?
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b) Birlesme 6zeligine sahip midir?
c) Bu igleme gore Q iginde birim 6ge var midir?

(
(d) Bu igleme gore tersi var olan 6geler var midir?
7. A ={0,1} kiimesi iizerinde 4 ve - iglemleri veriliyor.

(a) Her iki iglemin tablolarini yapiniz.

(b) + islemine gore, A iginde birim 6ge var midir?

(c) - iglemine gore, A i¢inde birim 6ge var midir?

(d) + iglemine gore, A igindeki her 6genin tersi var midir?
(e) + islemine gore, A icindeki her 6genin tersi var midir?

f) - igleminin + iglemi {izerine dagilma 6zeligi var midir?

8. Vo € Rigin —0 = z dir. 0 say1s1,cR iizerinde gikarma (—) isleminin birim
elemani olur mu? Inceleyiniz.

9. Bir isleme gore en ¢ok bir tane birim 6ge olabilecegini gosteriniz.

10. Bir igleme gore, bir 6genin en ¢ok bir tane ters 6gesinin olabilecegini gos-
teriniz.

11. N iizerinde tanimhh m ¢n = m™ 4 1 igleminin yer degigme ve birlegme
ozeliklerinin olup olmadigini aragtiriniz.

12. Z iizerinde tammli a o b = a® — ab iglemi veriliyor. (2 o 3) o 4 igleminin
sonucu nedir?

13. A iizerinde tanimh bir « iglemine gore, her 6genin tersi varsa, (z xy) ™! =

y~1 % 27! oldugunu gosteriniz.

11.6 MODULAR ARITMETIK

11.6.1 Farkli Bir Aritmetik

Yilin dokuzuncu aynda agilan okul, bes ay sonra yarwpl tatiline girmektedir.
Yaryil tatili kacince ayda olmaktadir?

Bu soruyu yanitlarken, 9 + 5 = 14 demeyiz; 2 deriz. Ciinkii, bir yilda 12 ay
vardir. 12 nci aydan sonra 1 nci ay gelir.

Sabah saat dokuzda isbast yapan bir is¢i, ginde sekiz saat ¢alsmaktadir. Bu
is¢i, isi birakirken, saati kagy gosterir?

Bu sorunun yaniti, 9 + 8 = 17 degildir; c¢linkii saatin géstergesinde, 12 den
sonra 1 gelmektedir. Dolayisiyla, yanit 5 dir.

Yilin birinci mevsimi 21 Mart’ta baslar. Bes mevsim sonra, yilin kagincs
mevsimi baslar?

Bu sorunun da yanit1 145 = 6 degil; 2 dir. Ciinkii, yilin mevsimleri 4 tanedir,
4 iinciiden sonra 1 nci mevsim gelir.
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Bunlara benzer problemlerin ¢6ziimii, tamsayilardaki aritmetikten farkli bir
aritmetigi gerektirir. Buna Modiler Aritmetik denilir. Bu boliimde, modiiler
aritmetigi, kisaca ele alacagz.

Tamim 11.6.1. a tamsayis1 b tamsayisini kalansiz béliiyorsa (tam boliiyorsa),
bu durumu goéstermek i¢in a|b simgesini kullaniriz. Kargit olarak, a tamsayis: b
tamsayisiu kalansiz bélmiiyorsa (tam bélmiiyorsa), bu durumu gostermek igin
a 1 b simgesini kullaniriz.

Teorem 11.6.1. a,b,m € Z, m > 1 olmak iizere Z iizerinde

B ={(ab):m](a—0b)}
bagintisy bir denklik bagintisidar.

IspaT: Bir denklik bagntis1 olmas icin, B bagintis1 yansimak, simetrik ve
geg¢isken olmalidir.
B Yansimalidar:

a —a = 0 ve m|0 oldugundan,

a€Z = m|(a—a)=(a,a)€P

cikar.
B Simetriktir:
a,b € 7Z igin,
m|(a—b)=m|(b—a)
oldugundan, [(a,b) € 8 = (b,a) € ] ¢kar.
B Gegiskendir :
a,b,c € Z igin,

[m[(a=2b), m|[(b—c)=m]|(a—c)
oldugunu gosterirsek,

[(a,0) € B, (b,¢) € f] = (a,c) € B
cikacaktir:

m|(a—b) ve m|(b—rc) Ip,q €EZ,a—b=mpAb—c=mq
(a—b)+(b—c)=mp+mq dir.
a—b+b—c=m(p+q)
a—c=mk (p+q=keZ)

m| (a—c)

O

O halde, 8 bir denklik bagintisidir.
B bagintisi, Z kiimesini denklik simiflarina boéler. Neden? Simdi, denklik
siiflarin1 bulalim.
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Bir a tamsayisi, 1 den biiyiik bir bir m tamsayisina boliiniirse, Bélme Algo-
ritmasina gore,
a=mr+k

esitligini saglayan r ve k tamsayilarimin varhigini sdyleyebiliriz. Burada, r boliim,
k kalandir ve 0 < k < m kogulunu saglar. Buradan,

a=mr+k = a—k=m.r
= ml|la—k
= (a,k)€p

yazabiliriz. Bu, a nin k ya denk oldugunu; yani, a ile £ nin ayni1 denklik sinifinda
oldugunu sdyler.

Bir a tamsayisinin k£ ye denk olmasi demek, aym kalan sinifina ait olmalar:
demektir. Bu durumu,

a=k (mod m) (11.1)

simgesiyle gosterecek ve "m modiliine gore, a saysi, k ya denktir", ya da "a
denk k modulo m" diye okuyacagiz.

Bu gosterimdeki, k sayisi,a min m ye bdliinmesiyle elde edilen kalandir.

a = k (mod m) bagmtisimin yansiyan, simetrik ve gegisken oldugu apagiktar.

Bir tam say1, m ile boliiniirse, kalan 0, 1,2, 3, - - - , m—1 sayilarindan birisidir.
Yukaridaki anlamda, k ya denk olan biitiin a tamsayilarinin olugturdugu denklik
sinifi,

k=1{ala = k (modm) (11.2)

dir. Olugabilen biitiin denklik siniflari,

Z/m =1{0,1,2,3,--- ,m — 1} (11.3)

dir. Bu denklik siniflarinin kiimesine m nin kalan siniflarinin kiimesi de denilir
ve Z/m simgesiyle gosterilir.
Oyleyse,
Z/m ={0,1,2,3,--- ,m — 1}
olur.
Bir a tamsayisinin b ye denk olmasini

a = b(modm) (11.4)

simgesiyle gosterecegiz.
Bir k£ tamsayisina denk olan biitiin tamsayilarin olugturdugu denklik sinifi,

k={a|a = k (modm)} (11.5)

dir. Bu denklik siniflarinin ailesine, m ye gore kalan siniflar da denilir ve Z/m
simgesiyle gosterilir. Bir a tamsayisinin b ye denk olmasi demek, bu sayilarin,
ayni kalan simifina ait olmalar1 demektir:
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Birbirlerinden farkh kalan siniflar (denklik simflar),
Z/m=1{0,1,2,3,--- ,m— 1}
dir.

Teorem 11.6.2. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.

1. a = b (modm)

2. m|(a — b)

3. a ile b aym kalan sinifina aittir.
4 ach

5 bea

6. a,bec

7. a="b

Ornek 11.6.1. 1. Z/4 kalan siiflarim bulunuz.

Coziim: 4 iin kalan simflar1, Z/4 = {0, 1,2, 3} diir. Bunlar,

{...,—16,-12,-8,-4,0,4,8,12,16,.. .}

{...,=15,-11,-7,-3,1,5,9,13,17,.. .}
= {...,—14,-10,-6,-2,2,6,10,14,18,.. .}

{...,—13,-9,—5,-1,3,7,11,15,19,.. .}

wl N = Ol

dur.
Teorem 11.6.3. a,b,c,m € Z ve m > 1 i¢in,
a=b(modm) = (aFc)=(bFc)(modm)
olur.
Bunun ispat: tanimdan hemen goriiliir.
Teorem 11.6.4. a,b,c,d,m € Z ve m > 1 i¢in,
(a = b(mod m)) A (c=d(modm)) = (axc)=(b=xd)(modm)

dir.
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Ispar:
a=b (mod m) = ml|a-—b
= dp€Z,a—b=mp
c=d (mod m) = m|c—d
= dg€Z,c—d=mq
a—b=mp _
S A R R
= (a+c¢)—(b+d)=mk (p+q=keZ)
= m|(a+c)—(b+d)
= a+c=b+d (mod m)
olur. Buradan,
a=b (mod m) _
c=d (mod m) }:>(a+c)(b+d) (mod m)

cikar.
a=b (mod m)
c=d (mod m)

oldugu benzer yolla gosterilebilir.

}:>(a—c)5(b—d) (mod m)

Ornekler
1. =11 =9 (mod 4) ve 19 = —5 (mod 4) igin,

—11419=8=0 (mod 4)

9—-5=4=0 (mod 4) };‘—11+19E9—5 (mod 4)

olur.
2. —14 = 34 mod (12) ve —22 = 26 (mod 12) igin,

14— (-22)=8=8 (mod 12)

34—26=8=8 (mod 12) } = —14—(—-22) =34-26 (mod 12)

olur.

Kalan siniflar1 iizerinde toplama iglemini, agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Tanmim 11.6.2. @,b € Z/m ise,

adb=a+b
dir.
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Burada, a ve b yerine, a; € @ ve by € b olmak {izere herhangi aq, by
sayilar1 alinabilir. Toplama iglemi, kalan simiflardan secilen temsilciye baglh
degildir. Neden?

11,5,2 € Z/7 igin,

15=11+5=16=2, —17T®26=—-17+26=9=2

olur.

. a+b = cislemi dogru ise, esitligin iki yanimin (mod 9) icin degerleri de

esit olmahidir. Bu, 9 atarak saglama yonteminin dayanagidir.

516 = 3 (mod 9)

5;2 92 =2 (mod 9) 5 3 5
. =
508 34+2=05 (mod9) 9

608 = 5 (mod 9)
Bu saglama igleminde, Z/9 iginde,

5164 92=516+92 < 342=5

oldugunu gostermig olduk.

Teorem 11.6.5. a,b,c,m € Z, m > 1 i¢in,

olur.

a=b(modm) = ac=bc(modm)

Bunun ispat:1 tanimdan gikar.

Teorem 11.6.6. a,b,c,d,m € Z ve m > 1 i¢in,

dir.

[(a=b(modm)) A (c=d (modm))] = a.c=b.d(modm)

Ispat: Asagidaki bagintilardan istenen cikar.

a=b (mod m) = ml|a-0b
= dpeZ,a—-b=mp
= a=b+mp dir.

c=d (mod m) = mlc—d
dq € Z,c—d =mgq

4

c=d+mqg dir.

4
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a=b+mpAc=d+mqg = a.c=(b+mp)(d+mq)
= a.c = bd + mbq + mdp + m*pq
ac — bd = m (bq + dp + mpq)
—_——

keZ

4

= ac—bd=mk
= m|ac—bd
= ac=bd (mod m)

Ornek 11.6.2. 19= -9 (mod 7) ve —13 = 22 (mod 7) igin,

19.(—13) = —247=2 (mod 7)
(-9).22=-198=2 (mod T)

} = 19.(-13)=(-9).22 (mod 7)
olur.
Teorem 11.6.7. a,b,m,ne€Z , m>1 ven >0 ise,
[(a=b(modm)) = a"=b"(modm)
dir.

Bunun ispati, verilen bir n i¢in, 6nceki teormden ¢ikar. Genel ispat1 tiimevarim
yontemini gerektirir. Dolayisiyla, teoremin varligini kabul edecegiz.
Z/m lizerinde ¢arpma iglemi tanimlayabiliriz.

Tamim 11.6.3. p,7 € Z/m igin
P®qg=Dpq (11.6)
dir.

Ornek 7,8c7Z/3icin 7T®8 =78 =56 =2 dir.
a.b = c iglemi dogru ise, egitligin iki yaninin (mod 9) icin degerleri de egit
olmalidir. Garpmada, 9 atarak saglama y6nteminin dayanagi budur.

Ornekler
1;2 123 = 6 (mod 9) 6
= 38 =2 (mod 9)
1. 184 _ 3 3
369 6.2 =3 (mod 9) 9
+7 f—
1674 4674 = 3 (mod 9)

Bu saglama igleminde, Z/9 icinde,
123238=12338 & 6®2=3

oldugunu gostermisg olduk.
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2. Z/5 de 6.4 + 5.4 + 2.8 iglemini yapimz.

6.4+5%24+28 = 14+04+23 (mod 5)
5 (mod 5)
0 (mod 5)

3. Z/6 kalan smifinda toplama ve ¢arpma tablolarini olugturunuz.

(0 1 2 3 4 5 ®l0 1 2 3 4 5
0jo 1 2 3 4 5 0j0 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 2|10 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 310 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

4. Z/5 kiimesinde, (3z — 2)(2z + 1) = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

Bx—2)2z+1)=0 Br—2=0)V(2zr+1=0)

Bz —242=2)V(2c+1+4=4)
(32 =2)V (22 = 4)
(3.2.2 = 2.2) V (2.3.0 = 3.4)

(r =0V (z=2)

R

S ={1,2}
olur.

5. Z/7 kalan siniflar1 iginde, 22 + 25 = 10 denkleminin ¢dziimiinii bulunuz.

202 +25=10 = 22°425—-25=10—25
= 222 =-15
= 222=-1
= 422%=-4
= 81%2=-4
= z2=3

Z/7 kalan simiflar iginde karesi 3 olan say1 yoktur; o halde, denklemin
¢Oziimii yoktur.
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6. —13 =12 (mod 5) oldugunu gosteriniz.

1.C6ziim: (mod 5) e gore, —13 ile 12 sayilar1 aym denklik sinifina ait
olmalidir. 125 igleminin kalam 2 dir; yani 12 € 2 dir. —13 +5 igleminden
kalan —3 diir; yani, —13 € —3 dir. Ote yandan, —3 + 5 = 2 oldugundan,

—3 = 2 yazilabilir. O halde, —13 ile 12 sayilar1 aym denklik simifmdadar.

2.Cozim: (mod 5) e gore, —13 ile 12 sayilarinin ayn1 denklik simifina
ait olmasi i¢in, farklarinin 5 ile tam boliinmesi gerekli ve yeterlidir: 12 —
(—13) = 25 ve 5|25 dir.

3%% = 2 (mod 5) esitligini saglayan en kiiciik  sayisin1 bulunuz.

Coziim: Once asagidaki esitlikleri inceleyelim.

3 = (mod 5) = 3 (mod 5)
32 = 3 (mod5) = 4 (modb)
3 = 4 (mod 5) = 2 (mod 5)
3 = 2 (mod 5) = 1 (mod 5)

= 1 (mod5) = 3 (mod 5)

Buradan goriildiigii gibi, 3° = 3 (mod 5) olur ve {islii ifadeler, dorderli
déngiiler halinde aym sayiya denk olur. Oyleyse,

3% =32 =323=3%%3 3%)%.3  (mod 5)

(
= [(3* ) (mod 5)].[3 (mod 5)]
= [(1)® (mod5)].[3 (mod 5)]
= [1 (mod5)].[3 (mod 5)]
= 1.3 (mod 5)

3 (mod 5)

olur. Son esitlik, aradigimiz saymin 3 oldugunu sdyler.

8. 4897°7 sayisinin birler basamagindaki say1 nedir?

Coziim: Once asagidaki esitlikleri inceleyelim.

4897 = 7 (mod 10) = 7 (mod 10)
48977 = 7.7 (mod 10) = 9 (mod 10)
48973 = (mod 10) = 3 (mod 10)
48974 = 3 (mod 10) = 1 (mod 10)

= (mod 10) = 7 (mod 10)

48975
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Goriildiigii gibi, 4897 =1 (mod 10) oldugundan,

489797 = 48974211 = (48971)21.4897 (mod 10)

[(1)**  (mod 10)].[7 (mod 10)]
[l (mod 10)].[7 (mod 10)]
1.7 (mod 10)

7 (mod 10)

olur. Son egitlik, aradigimiz sayinin 7 oldugunu sdyler.

11.7 BOLUNEBILME KURALLARI

Teorem 11.7.1. a,b€ Z, m,n € NT olmak fizere
a=b( modm)=a"=b"( modm) (11.7)
olur.

Bu teoremin dogrulugunu segilecek her n sayisi i¢in saglamak kolaydir. Ama
ispat1 tiimevarim yontemine dayanir; dolayisiyla, bu dersin kapsami digindadir.

a,m,p,k € Nym > 1,0 < k < m olmak {izere a’'nin m ye boliinmesinden
bulunan béliim p, kalan k ise bu durumda,

a=mp+k<sa=k (mod m)

oldugunu biliyoruz.
Eger a sayis1 m ye tam olarak boliiniiyorsa,

a=0 (mod m)

olur.

Ornek 82! in 5 ile boliinmesinden elde edilen kalani bulunuz.
Céziim:

821 =32 (mod 5)

82t = (3113 (mod 5)

821 =913 (mod 5)

821 =493 (mod 5)

82 = (4*)°.3 (mod 5)

821 = (1)°.3 (mod 5)

821 =3 (mod 5)

8=3 (mod 5)

L 2

O halde, ¢dziim kiimesi, S = {3} € Z/5 olur.
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Ornek 77 nin 8 ile boliinmesinden elde edilen kalam bulunuz.
Céziim:

77 = (=1)%"  (mod 8)

757 = (=1)%7 (mod 8)

7"=—-1 (mod 8)

7%"=7 (mod 8)

7=-1 (mod 8)

P4l

O halde, ¢dziim kiimesi, S = {7} € Z/8 olur.

Teorem 11.7.2. Bir a dogal sayisinin basamaklarindaki rakamlar, soldan saga

dogru, 0 < ap,Qp_1,...,03,a1,a9 < 9 ise, a sayisinin, onlu sayr sistemindeki
acilima,

a=a,10" 4+ ap, 110" + - + a210% 4 a1.10 + ag (11.8)
dar.
Ornek

7853 = 7.10% + 8.10% + 5.10 + 3

Teorem 11.7.3. Onlu sayr sistemindeki a¢ilima (11.8) deki gibi olan bir a dogal
sayst 1¢in,

a=lan+an_1+---+az+a +ag] ( mod 9) (11.9)
esitligi saglanar.
IspaT: Ker k dogal sayisi icin 10° = 1 (mod 9) dur. Bu 6zelik, (11.8)
esitliginin her terimine uygulanmirsa, (11.9) esitligi elde edilir.
2 ile Bdliinebilme Kurah

Bir tamsayinin 2 ile tam bdliinebilmesi igin, gerekli ve yeterli kogul, birler
basamagindaki rakamin ift olmasidur.
Ispat: (1) esitliginden,
a = ap0+a,-10+---+a3.04+a2.04+a1.0+ap (mod 2)
ap (mod 2)

elde edilir. Oyleyse, @ = 0 (mod 2) olmast igin ag = 0 (mmod 2) olmahdir.
Ornekler

1. 17398 sayisin birler basamagndaki rakam 8 dir. 8 = 0 (mod 2) oldugun-
dan 17398 = 0 (mod 2) dir. Oyleyse, 17398 sayis1 2 ile tam boliiniir.

2. 5753 sayisinin birler basamagindaki rakam 3 diir. 3 = 1 (mod 2) oldugun-
dan 5753 # 0 (mod 2) dir. Oyleyse, 5753 sayis1 2 ile tam béliinemez.
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3 ile Boliinebilme Kurali

Bir tamsayiman 3 ile tam bélinebilmesi icin, gerekli ve yeterli kosul, basamak-
larindaki rakamlarin toplaminin 3 ya da 3 din bir katr olmasidar.

Ispat: Her k dogal sayisi icin, (10)* = 1 (mod 3) bagmtist kullanilirsa, (1)
esitliginden,

a = apl4+an—1.14---+az.l+a;.l14ay (mod 3)
ap + Gpo1 +---+az+azy+ar+ag (mod 3)

elde edilir. O halde,
a =0 (mod 3) olmas igin, gerekli ve yeterli kogul,

ap + @p-1 + -+ as + az + a1 + ag = 0(mod3)

olmasidir.
Ornekler

1. 8931 sayisinin basamaklarindaki rakamlarin toplami 21 dir. Bu toplam 3
iin bir katidir;yani, 3 ile tam béliiniir. Oyleyse, 8931 sayisi da 3 ile tam
boliiniir. Bunun, egdegerlik bagintisiyla ifadesi, 8931 = 0 (mod 3) diir.

2. 7451 sayisimn basamaklarindaki rakamlarin toplami 17 dir. Bu toplam 3
iin bir kat1 degildir; yani, 3 ile tam boliinemez. 8931 + 3 islemi yapilirsa,
elde edilecek kalan,

7451 = T7+4+5+1 (mod 3)
2 (mod 3)

dir.

4 ile Boliinebilme Kurali

Bir a tamsayisimn birler basamagindaki rakam ile onlar basamagindaki rakamin
zkz katinan toplama 4 din bir kats ise, a sayist 4 e tam bolindr.
Ispat: Her k > 2 dogal sayisi igin, (10)* = 0 (mod 4) bagintis1 kullanilirsa, (1)
egitliginden,
a = ap0+ap—1.04+ - +a3.0+a2.0+a1.10+ a9 (mod 4)
= 2a1+ap (mod 4)
elde edilir ve ispat biter.

a1.10 + ag = 2a1 + ap (mod 4) oldugundan, yukaridakine egdeger olan su
kurali sOyleyebiliriz.

Kural: Bir a dogal sayisinin son iki rakamindan olusan dogal sayr, 4 in bir kat
ise, a sayist 4 ile tam bolinr.
Ornekler



130 BOLUM 11. ISLEM

1. a = 332456 sayisinin son iki basamagindaki say1 56 dir. Bu say1 4 iin bir
katidir. O halde, 332456 sayis1 4 ile tam boliiniir.

2. a = 5738 sayisinin son iki basamagindaki say1 38 dir. Bu say1 4 iin bir kat1
olmadigindan, verilen 5738 sayist 4 ile tam boliinemez. 5738 <+ 4 bdlme
igleminin kalan1 2 dir; ¢ilinkii,

5738=23+8=6+0=2 (mod 4)
yazilabilir.

Agagidaki kurallarin ¢ikigi, yukarida yaptiklarimiza benzer.

5 ile Boliinebilme Kural

Birler basamaginda 0 ya da 5 olan her dogal say1, 5 ile tam bdliiniir.

9 ile Boliinebilme Kural

Bir tamsayimin 9 ile tam bélinebilmesi icin, gerekli ve yeterli kosul, basamak-
larindaki rakamlarin toplaminin 9 ya da 9 un bir katr olmasidar.

11 ile Boliinebilme Kural

Herhangi bir a tamsayisinin basamaklarindaki rakamlar, sagdan sola dogru nu-
maralandiginda, tek numaraly basamaklardaki rakamlarin toplama ile ¢ift numa-
raly basamaklardaki rakamlarn toplamenin farks, 11 in bir kats ise, a sayisy 11
ile tam bélindr.

Ispat: Her k tamsayisi icin,

agk.102k + agk—1 102kt

[a2k-10 4 agp—1].10%*71 (mod 11)
[an.(—l) + agk_l].102k_1 (mod 11)
[agk—1 — agk].lo%*l (mod 11)

dir. Bunu, (1) egitliginde, ardigik terimler i¢in kullanirsak, yukaridaki kural ¢ikar.

Ornekler

1. a = 199617 sayisinin rakamlarini, yukarida agiklandigi gibi numaralayalim:

a= 1 9 9 6 1 7
6 5 4 3 2 1

Tek numarali basamaklarin toplami: 7+ 6 + 9 = 22,
Cift numarali basamaklarin toplami: 14+ 9+ 1 =11 dir.

22 — 11 = 11 ve 11 = 0 (mod 11) oldugundan, verilen say1 11 ile tam
boliiniir; yani,

199617 = 0 (mod 11)
dir.
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2. a = 526390 sayisinin basamaklarini, sagdan sola dogru, numaralayalim.

a= 5 2 6 3 9 O
6 5 4 3 2 1

Tek numaral basamaklarin toplami: 04+ 3 + 2 =5,
Cift numarali basamaklarin toplami: 9+ 6 + 5 = 20

5—20=—15ve —15 # 0 (mod 11) oldugundan, verilen 526390 sayis1 11
e tam boliinemez. 526390 =+ 11 igleminin kalan,

526390 = 11.47853+7 = 526390 =7 (mod 11)
dir.
3. n bir dogal say1 ise, a = 26.(13)*"*3 say1smm birler basamagindaki rakami

nedir?

(6zim: Saymn birler basamagindaki rakam, a nin 10 ile béliinmesinden
elde edilecek kalandir. Ciinkii, a sayisinin, (1) agilimindan,

a = apl0" 4 a, 110" 4o+ 43102 + a1.10 4 ag = ap (mod 10)
= ap (mod 10)

yazalabilir. Simdi, bu kalani bulacagiz.

26.(13)4+3 6.3 "3 (mod  10)
6.3'".3%(mod  10)
2.3.3*".32.3(mod  10)
2.32.32.3%(mod  10)
2.(—1)(=1).3*"(mod 10)
2.3%"(mod  10)
2.(3%)?"(mod  10)
2.(—1)?"(mod  10)
2.(1)(mod 10)

= 2(mod 10)

oldugundan, a = 6.3*™*3 sayisinin 10 ile béliinmesinden kalan 2 dir.

11.8 ALISTIRMALAR

1. 6,15,21,22,26,--- gibi farkh iki asal saymmin carpimi olan bir say: ile
boliinebilme kuralimi séyleyiniz.

2. 4346.567 = 2464182 ve 2513.527 = 1324351 carpma iglemlerinin sagla-
masini yapiniz.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
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Toplama ve ¢arpma iglemleri i¢in, [mod m) yardimiyla yapilan saglamada,
m ve m’in katlarinda egit hatalar goriilemez. Neden?

Bélme islemini yapmadan, 52°6 + 7 isleminin kalanin1 bulunuz.

Bolme iglemini yapmadan, 13'27+! = 5 igleminin kalanim bulunuz (n €
NT).

711 kiimesinde, ® islemine gore, 5 in tersini bulunuz.
Z4 kiimesinde, ® iglemine gore, karekokii olmayan say1 nedir?

Agagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

x+2=3 (mod 5) x—4=2 (mod 7)
x+1=5 (mod 6) 5z =3 (mod 8)
42.76 = = (mod 100) 2x +8 =4 (mod 3)

Zq1 kiimesinde f(z) = 3x + 1 ise, f~1(3) nedir?

Zg kiimesinde x @ a = b denkleminin bir tek ¢dziimii oldugunu gdsteriniz.
Zg kiimesinde z ® a = b denkleminin ¢6ziimii tek midir? Neden?

(327 +5% + x =1 (mod 8) denklemini ¢dziiniiz.

(417 4 321) = 5 igleminin kalanmni bulunuz.

52k+1 - 7 igleminin kalaninm bulunuz.

Saglama yapmak i¢in neden mod 9 segilir?

Zs kiimesinde 3.217 + 2.424 + 3.2436 4 3(5.333) iglemini yapmz.

Z7 kiimesinde (322 + 2z + 1)(42® + 222 + x + 3) iglemini yapinz.

4.7322 4 55347 4 54357 1 3,453 sayisinin birler basamagindaki rakami bu-
lunuz.

n bir sayma sayisi olsun. (53957)*9" sayisinin birler basamagindaki rakami
bulunuz.

Zmm kiimesinde 2’in toplamaya gore tersi —z, carpmaya gore tersi ax~!

ile gosteriliyor. Zs kiimesinde 2(—2)7 4+ 472.3%3% 4 (871)%(—3)7 iglemini
yapiniz.

Bolme iglemi yapmadan, agagidaki énermelerin dogru mu, yoksa yanlig mu,
oldugunu belirleyiniz.

a. 337845 b.  8/6934256 c.  9|39510454
c. 1554795 e.  18[5269772 f. 2451064948



