Bolum 5

KUMELER CEBIRI

Doga olaylarinin ya da sosyal olaylarin agiklanmasi igin, bazan, matematiksel
modelleme yapilir. Bunu yapmak demek, incelenecek olaya etki eden etmenleri
icine alan matematiksel formdiilleri ortaya koymak demektir. Bunlarin biiyiik
cogunlugu, sayisal iglemlerle yapilabilir. Ama baz1 durumlarda, sayisal iglem-
lere benzemeyen iglemler gerekebilir. Bu farkli iglemlerden bir boliimii, Kimeler
Cebiri kullanilarak yapilanlardir.

Sayilarda yaptigimiz dort iglem, tek tek sayilarla ugrasir. Iki say1 arasinda
yapilan toplama, ¢cikarma, bolme, carpma, . .. iglemleriyle yeni sayilar olusturur.
Kiimeler Cebiri, sayilardaki dért iglemden farkli olarak, tek tek ogelerle degil,
kiimelerle ugragir. Tki kiime arasindaki iglemlerle yeni kiimeler olugturur. Bu
kavram, bircok modellemede kullanilir.

Hemen belirtelim ki, Matematik bir yoniiyle, kesin kurallar1 olan bir dildir.
Bir dilin alfabesini, ve dilbilgisini 6grenmeden, o dilde konugmak ve diigiin-
mek miimkiin degildir. Matematigin alfabesi simgeler, dilbilgisi ise tanimlar ve
teoremlerdir. Dolayisiyla, Matematigi kavrayabilmek icin, dncelikle, sayisi ¢cok
olmayan simgeleri 6grenmeliyiz. Tanim ve teoremler, bunu kolayca izleyecektir.

5.1 TEMEL KAVRAMLAR

Kapsama

A kiimesinin her 6gesi B kiimesinin de bir 6gesi ise, "A kiimesi, B kiimesi
tarafindan kapsanir” ya da "B kiimesi A kiimesini kapsiyor,” denilir ve A C B
simgesiyle gosterilir:

ACB& (xe A=z € B) (1)

A C Bile B D A eg anlamda kullanilacaktir.

Ozel olarak, A kiimesi, yalnizca bir tek a 6gesine sahipse, bu kiimeyi {a} ile
gosterecek ve adina tek dgeli kiime diyecegiz. a bir 6gedir, {a} ise bir kiimedir.
Dolayisiyla bu ikisi birbirlerinden farkhdir: a € {a}.
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Alt Kiime ve Ust Kiime

A kiimesi B kiimesi tarafindan kapsaniyorsa "A kiimesi B kiimesinin bir alt
kiimesi dir," ya da "B kiimesi A kiimesi nin bir dst kimesi dir," diyecegiz:
B D A.

Esit Kiimeler

A kiimesi B kiimesini kapsiyor ve B kiimesi de A kiimesini kapsiyorsa, bu iki
kiime birbirine egittir, denilir ve bu durum, A = B simgesiyle gosterilir; yani,

A=B & [(ACB)A(BC A) (2)

dir.

Has Alt Kiime

A kiimesi, B kiimesi tarafindan kapsaniyorsa ve A ile B egit degilseler, A kiimesi
B kiimesi nin bir has alt kiimesi‘dir, diyecek ve

(AC B)A(A# B) 3)

biciminde gosterecegiz.'.

Buradan anlagildigy gibi, A kiimesi, B nin bir alt kiimesidir, denildiginde,
bu, A kiimesinin B ye esit olamayacag: anlamina gelmez. Ornegin, her kiime
kendi kendisinin bir alt kiimesidir A C A. Neden?

Bos Kiime

Higbir 6gesi varolmayan kiimeye, bos kiime diyecek ve bunu ) simgesiyle ya da
i¢i bog { } parantezi ile gosterecegiz.
Her kiime bog kiimeyi kapsar.

Kuvvet Kiimesi

X bog olmayan bir kiime olsun. X in biitiin alt kiimelerinden olusan kiimeye,
X in kuvvet kiimesi diyecek ve P(X) simgesiyle gosterecegiz.

Algilamay1 kolaylagtirmak i¢in, ¢ogunlukla, 6geleri kiimeler olan kiimelere,
kiimeler ailesi deriz.

Agagidaki 6nermenin ispat1 ileride yapilabilecektir.
Onerme n dgeli bir kiimenin bitin alt kiimelerinin sayst 2" dir.

!Uyar1: Baz kaynaklarda A C B yerine A C B simgesi ve (A C B) A (A # B) yeri-
ne de A C B simgesi kullamhr. Tabii, bir kavramin hangi simgeyle gosterildigi, o kavrama
etkimez; ama hangi kavram i¢in hangi simgenin kullanildigini daima bilmek ve tutarli bigimde
kullanmak gerekir. Biz, bu derste daima yukaridaki tanimlarda gecen simgeleri kullanacagiz.



5.2. KUMELER UZERINDE ISLEMLER 45

5.2 KUMELER UZERINDE ISLEMLER
Bilegim

Ya A kiimesine ya B kiimesine ya da hem A ya hem de B ye ait olan biitiin
Ogelerden olugan kiimeye, A ile B nin bilegimi, denilir ve© A U B simgesiyle
gosterilir; yani,

AUB = {z|(zx€A)V(xeB)} (5.1)
dir.

Arakesit

Hem A kiimesine hem de B kiimesi ne ait olan biitiin 6gelerden olugan kiimeye,
A ile B nin arakesiti, denilir ve. AN B simgesiyle gosterilir; yani,

ANB={z|zc ANz € B} (5.2)
dir.
Ayrik Kiimeler
A ile B kiimelerinin arakesiti bog ise; yani,
ANB =0 (5.3)

ise, A kiimesi ile B kiimesi birbirlerinden ayriktirlar (kesismiyorlar), denilir.
Higbir ortak 6gesi olmayan iki kiime ayriktir.

Kesigen Kiimeler
A ile B kiimelerinin arakesiti bog degilse ; yani,

ANB # 0 (5.4)
ise, A ile B kiimeleri ayrik degildir (kesigiyorlar), denilir. Kesigen iki kiimenin
en az bir tane ortak ogeleri vardir.

Fark

A kiimesinin 6gelerinden B kiimesine de ait olanlar1 attiktan sonra, geriye kalan
Ogelerin olugturdugu kiimeye, A ile B nin farki diyecek ve bunu A\ B ya da
A — B simgelerinden birisiyle gisterecegiz; yani,

A-B=A\B={z|z€c ANz ¢ B} (5.5)

dir.
(A\ B) # (B \ A) oldugu apagktir.
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Simetrik Fark

A ile B nin bilegim kiimesinden, arakesitlerinin ¢ikarilmasiyla elde edilen kii-
meye, A ile B kiimelerinin simetrik fark: diyecek ve bunu AAB simgesiyle
gosterecegiz; yani,

AAB = {(AUB)\ (AN B)} (5.6)

dir.
(AAB) = (BAA)

oldugu hemen goriiliir.

5.3 KUMELER CEBIRI

Bu boliimde bilegim, arakesit, fark, simetrik fark ve tiimleme iglemleriyle ilgili
baglica 6zelikleri ¢ikaracagiz.

Teorem 5.3.1. a. Her kiime bos kiimeyi kapsar.

b. Her kiime, o kiimeyi belirleyen énermenin belirledigi evrensel kiime tarafin-
dan kapsanar.

c. Bir kiime ile onun tamlayan kiimesinin bilegimi, evrensel kiimelerine egit-
tir.

IsPAT: A = {z|p(z)} herhangi bir kiime ve
E={z|p(z) vp'(x)}

A y1 kapsayan evrensel kiime olsun. (Fvrensel kiime tanimina bakiniz. ) Agagidaki
bagintilar: géstermeliyiz.

a. § c A
b. A C F
c. B = AuAd

a. Olmayana Ergi Yéntemini kullanalim. Eger —(f C A) olsaydi,

-0cA) & [Fr((zed)An(zgdA))=0
= [Ve(zel=zcd]=1
~ [BcA)=1

olurdu. Sagdaki ilk satirda, [(z € @) = 0] oldugundan, (z € A) 6nermesi
ister dogru, ister yanhg olsun, ((z € 0) A (z ¢ A)) bilegik 6nermesi hep-
yanhgtir. Bu satirdaki ifadenin olumsuzu, ikinci satirdaki ifadeye esittir
ve hepdogrudur. Uciincii satira ge¢mek icin, alt kiime tanimim kullanmak
yetecektir.
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r€A= pla)=>x€FE

yazabiliriz. Neden?

ze€E & [p(z)Vp'(z)
& [(zeA)V(ze )
& zeAUA

oldugundan,
Ec(AUA) A E>(Aud4)

bagimntilar: vardir. Bu isteneni verir.

Buradan goriildiigii ve daha 6nce de soyledigimiz gibi, evrensel kiime, ele aldigi-
miz kiimeyi belirleyen ® 6nermesine bagh olarak degismektedir. Islemlerde ko-
laylig1 saglamak icin , ele alacagimiz biitiin kiimeleri kapsayacak kadar biiyiik;
ama yalniz onlar1 kapsayacak kadar kiigiik bir evrensel kiimenin secildigini varsay-
acagiz.

Farkli evrensel kiimelerin secilmesi, kiimelerle yapacagimiz iglemlerin 6zelik-
lerini degistirmeyecektir.

Buna gore, E evrensel kiimesinin belli bir p acik 6nermesini saglayan 6gelerin-
den olugan A alt kiimesi

A={z[zecENp(x)}={z|2() Apx)} (5.7)

dir. Buradaki p 6nermesinin, genellikle, ' yi belirleyen ® &nermesinden farkli
olabilecegine dikkat edilmelidir. Zaten ® Onermesiyle pek ilgilenmeyecegiz. Ele
alacagimiz biitiin kiimeler E ye ait olacagindan, yukaridaki ifadeyi daha kisa
olarak,

A={xz|p(x)} (5.8)

bi¢iminde yazabiliriz.
Agagidaki teoremlerin ispatlari, énermeler cebirinde yaptigimiz ilgili bagimn-
tilardan gikar.

Onerme 5.3.1. A ile B herhangi iki kiime ise, asaqidaki baqntilar saglanar.

1. A=B & [(x€A) < (ze€B)
2. re€A & xgA

3. zelA & xdA

4. ACB & AUB=B

5. ACB & AnB=A

6. A Cc (AUB)

7. B <c (AuB)

8. (AnNB) < A

9. (ANnB) C B

10. (AnA) = 0
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Onerme 5.3.2. A, B, C herhangi ¢ kiime ise, asaqidaki bagntilar saglanar.

A = A
A=B = B=A
(ACB)A(BcCc(C) = (AcCO)
(A=B)A(B=C) = (A=0C)
A\B # B\A

N

Onerme 5.3.3. A, B ve C herhangi ¢ kiime ise, asagidaki bagintilar saglanar.
1. AUD=A (Bos kiime bilegim igleminin birimidir)
2. AN =0 (Bos kiime, arakesit isleminin yok edicisidir)
3. AUA=A (Bilesimde FEsgii¢lilik Kural)
ANA=A (Arakesitte Esgiiclilik Kural)
AUB=BUA (Bilesim Isleminin Yer Degistirebilirligi)
ANB=BNA (Arakesitin Yer Degigtirebilirliji)
(AUB)UC = AU (BUQC) (Bilesimin Birlesebilirligi)
(ANB)NC=AN(BNC) (Arakesitin Birlesebilirligi)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Arakesit Uzerine Dagilma)
10. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Bilesim Uzerine Dagilma)

© % N o o

Bunlara kiimeler cebirinin kurallar: diyecegiz.

IspaT: Ornek olarak, burada son esitlik ispatlanacaktir. Otekilerin ispatini
Ogrenciye bir aligtirma olarak birakiyoruz.
1. Yol: Onermeler Cebiri ile Kiimeler Cebiri'nin bilinen 6zeliklerini kullanarak,
istenen bagmntiy1 ¢ikarabiliriz.

xr € ANz € BUC arakesit tanimi
x€AN(zeBVzeC) bilegim tanim
(xe ANz eB)V(re Anz e C) daglma
(xe ANB)V(ze ANC) dagilma

< z€(ANB)U(ANC) bilegim tanimi

xeAN(BUCQC)

=
=
=
4

2. Yol: Gosterilecek esitligin sol ve sagindaki 6nermelerin dogruluk tablolarim
diizenleyip; dogruluk degerlerinin aym oldugunu gorebiliriz. Bunun i¢in, her iki
yandaki 6nermeleri yalin bilegenlerine ayirip, herbirisinin dogruluk degerlerini
bir tabloda gosterecegiz.

Esitligin sol ve sagindaki 6nermelere,

Plz)=x€ AN (BUC)

Qz)=z€(ANB)U(ANC)
diyelim. Bu iki 6nermenin mantiksal denk oldugunu géstermek igin, Agagidaki
tabloyu diizenleyelim.
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xr€A xzeB z2z€C xz€ANB z€ANC xze€BUC P(x)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

Bu tablodan, evrensel kiimeye ait her z igin,

P(r) = Q(x)

oldugu goriilmektedir. O halde,

AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)

esitligi ¢cikmig olur.
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Onerme 5.3.4. E evrensel kiime, A ile B bunun birer alt kiimesi iseler, asagi-

daki egitlikler saglanar.

E, Bilesimin Birim Ogesidir

1. AUE = FE

2. ANE = A E, Arakesitin Birim Ogesidir
3. A = E\A

4. A = E\A

5. Ay = A

6. E = 0

7. ¢ = FE

8. (AuB)Y = A'npB De Morgan Kuraly

9. (AnB)Y = AUuUB De Morgan Kuraly

10. (AcB) = ADPHB

Ispat: Asagidaki gerektirmeler, Onermeler Cebirinde ve Kiimeler Cebirinde

gordiigiimiiz 6zeliklerdir. Her bir adimi nedenleriyle agiklayiniz.
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1. ACE = AUFE=FE
2. ACE = AnE=A
3. reA & zxgAszxeFE\A
4. relA & xgdAsSxeE\A
5. ze(AY & zgAszeA
6. el & z¢gE&-Qu)=>zel
7. zel & z2¢0eQz)erel
8. xr€(AUB) & xz¢AUB

& (r€ AN (x¢B)

& (zreA)YAN(reB)

& zeANnB)
9. zre€(ANB) & xz¢ANB

S (€A V(z¢gB)

& (zeA)v(zreB)

< zeAuUB

5.4 ALISTIRMALAR

1. A, B,C, D birer kiime ve E evrensel kiime ise, agagidaki egitlikleri saglayiniz.
(a) (A\B) =BUA
(by AA\B=AN(E\ B)

(c) (AAB)AC = AA(BAC)

(d) (A\B)N(C\D)=(AnC)\(BUD)

C

(b) AA\B=B\A&< AAC=B& BAC=A
(AcCnBcCc(C)« AUuBCC
(CcAnCcB)&CC(ANB
AcB&e B cA

ACB& AUB=B&<ANnB=A

(c
(d
(e
(

)
)
)
)
2. (a) A\B=A< (ANB=0<B\A=0ACB< A\B=10
)
)
)
)
f)

3. Asagidaki esitlikleri gdsteriniz.

(a) (ANB)\C = (A\C)N(B\C)

(b) (AUB)\C=(A\C)U(B\C)

) (A\B)NC =(ANB)\ (ANC) = (A\C)UB

AAB = A'AB' = AUB)N(A'UB') = (B\ A) U (A\ B)
AUB = (AAB)A(AN B)

(c
(d

)
(e)



