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OPTIMIZASYON

Bir¢ok iktisadi modelde, en 6nemli hipotez iktisadi ajanin, veri
durumlarda en iyiyi yada optimal sonucu elde etmesidir. Bir firmanin
yoneticileri maksimum kar i¢in ellerinden geleni yaparlar. Tiiketiciler
faydalarin1 maksimize etmek i¢in ugrasirlar ve hiikiimetler toplam iktisa-
di ¢iktiyr maksimize etmek i¢in programlar uygularlar.

1. Bir Degiskenli Fonksiyonlarin Maksimizasyonu

Bir firma yoneticisi belirli bir malin satilmasindan elde edilen kar
maksimize etmek istemektedir. Elde edilen karlar ( 7 ) satilan malin mik-
tarina (Q) baglidir. Matematiksel olarak,

T=10) (1) olur.

Sekil 1 7 ile Q arasindaki olanakli iliskileri gostermektedir.
Agikcgasi, maksimum karlara ulagmak icin, yonetici, 7 * kara denk gelen,
QO* miktarin1 tiretmelidir. Bu miktardan daha az veya daha ¢ok iiretilmesi
kar1 maksimize etmeyecektir. Peki yonetici maksimum kar noktasini na-
sil bulacaktir? Sekil 1'deki gibi bir grafige sahip olsaydi, bu maksimum
degeri elde etmekte fazla zorlanmazdi.

Boyle bir grafige sahip degilse, Q miktarini degistirerek maksi-
mum kar elde etmeye calisacaktir. Ornegin, Q) ‘den baslarsak satislardan
gelen karlar 7, olacaktir. Daha sonra, O, miktarinda 7, karini elde et-
mektedir. Q miktarinda yiikselme oldugunda 7 ’de de bir yiikselme ol-
dugunu asagidaki sekilde,

>0 yada — >0 (2) gosterilir.

A ifadesi "degiskendeki degisim olarak kullanilmigtir. 2—; pozitif ol-

dugundan kar yikselir ve yoOnetici ¢iktiyr artirmaya devam edecektir.



Ancak ¢g* " sagina dogru artislarda, ﬁ—g negatif olacak ve yonetici bu

durumda kariin diismesinden dolay1 ¢*da bir artigsa girmeyecektir.

T

Q2 q* aQ q

Sekil 1. Uretilen Cikti ile Kar Arasindaki iliski

Firma karlar1 maksimize eden ¢ikt1 seviyesinde iiretim yapmak istiyorsa g*
tiretilmelidir.

2. Tiirev

Matematikgiler, oranlar limiti (limit of ratios) lizerine ¢aligmiglar-

dir. Ornegin, élfadesml g daki ¢ok kiiclik degismeler i¢in incelemis-

lerdir. Bu limit 7 = f{Q) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir ve ;Z_n

ya da Zl yada 1 '(q) olarak ifade edilir. Daha bigimsel bir bakisla, 7=
q

f(Q) gibi bir fonksiyonun Q; noktasindaki tiirevi, asagidaki gibi tanim-
lanmustir:

dr _df _

[/ @D~/ (@)
a0~ ao ‘M h

(3) dr



lim semboliiniin anlami sagdaki ifadedeki oranla ilgilendigimizi belirtir
h—0

ve h ¢ok kiigiik bir sayidir. Bu oranin degeri se¢ilmis olan ) noktasina

baghdir. Burada, A ifadesi ile limitin benzerligi goriilebilir.

2.1. Bir noktadaki tiirevin degeri
Bir g=¢; noktasindaki tiirevin degeri asagidaki gibi gosterilir:

ar

dQ

d
Ancak, genellikle é ifadesini Q "nun her degeri i¢in bakildig:

4)  dir.

0=0,

durumlar s6z konusudur. Bu durumda, Sekil 1'deki 6rnegimizdeki gibi,
ar
dQ

< 0 yazilir.
0=0;

dr
>0 ve —
0=0,

dr
Bu durumda, Q* noktasinda E ‘nun degeri sifira esittir.

2.2. Maksimum icin Birinci-Derece Kosulu

Bir degiskenli bir fonksiyonun bazi noktalarindaki maksimum
degerini elde etmek icin, bu noktadaki tiirevi sifira esit olmalidir. Yani,
bir yonetici, f(g) fonksiyonunu elindeki verilerden tahmin edebiliyorsa,

: d . .
teorik olarak, d_f =0 durumundaki noktay1 bulmasi da miimkiindiir. Sekil
q
2"de tiirevin biitiin degerlerini grafiklendirirsek g* ¢iktis1 se¢ilmis olur.
Boylece,

dr

— (%) elde edilir.
dQ 0=0*



d*n
do’

i¢in,

2.3. ikinci-Derece Kosulu

Daha 6nceden alinmig bir tiirevin tiirevine ikinci tiirev denir ve
2

ya da 40’ ya da f “(Q) ile gosterilir. O* “1n maksimum olmasi
d’n .
d_Q2 0-0+ <0 (6) olmas1 gerekmektedir.

2.4. Tiirev Kurallari

db
1) b sabit ise, o 0dir. Bu sonug, bir problemde bir degigskenin
X

degerinin degismesinin, bu problemdeki parametreleri etkile-
medigini ifade eder.

dax®

X

= bax"" \dir.

2) ave bsabitve b # 0 ise, 0 zaman,

dlog,x 1 . .
T Ty > dir. Loge e (=2.71828) tabanli bir logaritmadir.
X X ’

Dogal logaritma olarak adlandirilir ve "In" olarak yazilir.
da”

3)

4) e a* Ina herhangi bir sabit a igindir. Bu kuralin spesifik
bir drnegi ; = ¢ dir. Yalnizca eX fonksiyonu tiirevine esit-
tir.

d
) DL _
d .
o “ED 0+ (0s00)
7 d(f(x)j _['0g) — f()g'(x)
g(x) (g(x))*

8) Eger y=f(x) ve x=g(z) ve ayrica f'(x) ve g'(z) fonksiyonlarinin



tirevleri meveut b Dd G ever
urevleri mevcutsa, o zaman, b dide  dv ds olur ve bu

kurala Zincir Kurali denir.

3. Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Iktisadi problemlerde, fonksiyonlarin tek degiskenli olmasi istis-
nadir. Ajanlarin hedefleri genellikle ¢esitli degiskenlere ve degerlere bag-
lidir. Ornegin, bir bireyin faydasi, tiikketmis oldugu her malin miktarina
baglhdir. Bir firmanin iiretim fonksiyonu, yani iiretmis oldugu miktar,
iiretim siirecinde kullanmis oldugu emek, sermaye ve toprak miktarina
baghdir.

Bu durumlardan dolayi, bir (y) degiskeninin ¢esitli degiskenlere
bagimlilig

V=AX1LX2, e ,Xn) (7) olarak gosterilir.

3.1. Kismi Tiirev

y fonksiyonunun maksimuma ulastig1 nokta nasil bulunur? x; ve-
ya diger degiskenler tarafindan alinan tlireve kismi tiirev denir. y fonksi-
yonunun x; tarafindan alinan kismi tiirevi,

%}Veya % veya f, veya f| (8) gosterilir.

Bu hesaplama yapilirken x; haricindeki bitiin diger x ‘ler sabit
kabul edilir. Kismi tiirev,

- mf(xl+h,)?2, ...... ,X,) = f (X, X, s X))
@Cl X pervennnns Xy 0 h

(9)"diir.

Ceteris paribus varsayimi iktisat egitiminin en basindan itibaren
ogrencilere 6gretilmeye caligilir. Bu varsayim sayesinde, iktisatgilar mo-
dellerinde ¢esitli dis etkileri sabit kabul ederek, inceledikleri degiskenin
etkilerini gérmeye calisirlar.



Kismi tiirev bu yaklasimin matematiksel yolla en iyi sekilde tem-
sil eder. Bu sayede, bir degiskeni nasil etkiledigini gérmek olanaklidir.

Ornek olarak, Marshall'in talep egrisi diger faktdrler sabitken
fiyat (p) ve miktar (g) arasindaki iliskiyi gosterir. Kismi tiirev kullanarak,

bu egrinin egimini d—q bulabiliriz. Talebin temel kanunu, fiyat ve mikta-
/4
rin diger faktorler sabitken ters yonde hareket ettigini 6ngoriir. Bunun

matematiksel ifadesi ise, % <0 ‘dir.
P

3.2. ikinci Dereceden Kismi Tiirevler

Bir kismi tiirevin kismi tiirevi, bir fonksiyonun bir degisken tara-
findan alinan ikinci tiirevidir.

. o’
0”(@; .@c,) yada Tdfcj yada flj olarak yazilabilir.

J

4. Optimizasyon Teknikleri
4.1. Tek Degiskenli Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun maksimum noktasi, bu noktadan daha yiiksek bir
nokta yoksa vardir. Minimum noktasina daha diisiik bir nokta yoksa sa-
hiptir. Fonksiyon maksimum veya minimum noktasinda diizgiinse, fonk-
siyonun bu noktadaki egimi 0"dir. Maksimum veya minimuma optimum,
bir optimum noktay1 bulma teknigine de optimizasyon ad1 verilir.

Minimuma ve maksimuma sahip egriler, Sekil 2. de grafikle gos-
terilmistir. x* optimal degeri belirtir. Amag fonksiyonu y=f(x)"dir. ikti-
satta optimum degerlere "*" isaretini koymak gelenektir. Bu ylizden
y*=f(x*) yazariz.



Maksimum (Diizgim) ~ Minimum Diizgiin Olmayan
Fonksiyon

Sekil 2. Minimum ve Maksimum

4.1.1. Kritik Noktalar

Bir fonksiyonun egiminin sifir oldugu noktaya kritik nokta denir.
Bu nokta maksimum veya minimum olabilir. Bazen de diiz azalan veya
artan bir parga da olmas1 s6z konusudur. Bu durumlarda, bu noktaya do-
niim noktas1 denir. Sekil 2°de egimin 0 oldugu noktada artan bir fonksi-
yonun doniim noktasini1 gorebiliriz. Burada x* ne maksimum ne de mi-
nimumdur.

Bu durumdan dolayi, maksimum veya minimum veya doniim
noktasini bulmak i¢in, ikinci derece tlirevlerden yararlanilmaktadir.

Maksimum noktasini bulmak i¢in, ikinci tiirev negatif olmalidir
¢linkii egim fonksiyonu asagiya dogrudur. Yani,

d*y

dx’®

Ayni sekilde, minimum ig¢in, ikinci tiirev negatif olmalidir ¢iinkii
egim fonksiyonu asagiya dogrudur. Yani,

<0 (10) olur.



2

d’y
dx?

>0 (11) dir.

Kirilma noktasinda ikinci tirev 0 dir.

=0 (12)dir.

4.1.2. Birinci ve Ikinci Derece Kosullar

Bir maksimum veya minimum ig¢in, bir fonksiyonun tiirevinin
sifir (0) olmas1 gerekli kosuldur. Buna birinci derece kogul da denir. Bi-
rinci derece kosul saglaninca, ikinci tlirevler maksimum ve minimum i¢in
yeterli kosullardir. Yani, birinci tiirev 0 ise, bir maksimum yada mini-
mum vardir. Daha sonra ikinci tiirev sayesinde bu kritik noktanin ne ol-
duguna dair bilgiyi elde etmek i¢in yeterli kosulu yerine getiririz.

4.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlar

4.2.1. Kritik Noktalar

Cok degiskenli fonksiyonlarin kritik noktalarin1 bulmak tek de-
giskenli fonksiyonlarinkini bulmaya benzemektedir. Burada, iki degis-
kenli bir fonksiyondan hareketle islem yapilmaktadir.

z=ftx.y) (13)

4.2.2. Birinci ve Ikinci Derece Kosullar

z=f(x,y) fonksiyonunun toplam diferansiyelini yazarsak,

ir=Z i+ E g (14) ol
Z_o'}c x 3 fy olur.

dz=0 olmasi i¢in,



Z_r—ovweZos -0 (5 d
G=/=0ve=/,=0 (15 dr

Bu kosula birinci—derece kosul denmektedir. n» degiskenli fonksi-
yon i¢in birinci derece kosul ise,

N =f =0 (16) olmalidur.
Bu gerekli ama yeterli olmayan kosuldur.

Ikinci derece, yeterli kosul, maksimum veya minimumu elde e-
dilmesinde yardimeci olur.

Maksimum i¢in yeterli kosul,

dzzZﬁx(dx)2+2ﬁydxdy+];y(dy)2 <0 (17) olacaktr.
Minimum i¢in ise,

&z>0 (18) olacaktir.

Sonug olarak,

1) fix <0 ve £, <0 (maksimum i¢in)

2) foe >0 ve £, >0 (minimum i¢in)

3Yfuf—(f)” > 0 (hem maksimum hem de minimum igin) dir.

4.3. Kapah Fonksiyonlar

Matematiksel esitlikler genellikle bir bagimli degiskenden (y) ve
bir veya daha fazla bagimsiz degiskenden olusur. Yalniz, bu bir iligkiyi
gostermenin tek yolu degildir. Ornek olarak,

y=mx+b (19)'yi

y—mx—b=0 (20)  olarak yazabiliriz.

10



Daha genel olarak,

fy,x,m,b)=0 (21)  yazilr.

Bu fonksiyonel notasyon x ve y'nin arasindaki e§im (m) ve para-
metre (b)'yle bagimh bir iliskiyi belirtir. Esitlik (20) ve (21) seklinde
yazilan fonksiyonlar "kapali fonksiyonlar" olarak da adlandirilir. Bu tip

iliskilerde, degiskenler ve parametreler kapali sekilde esitlik haline geti-
rilmistir.

4.3.1. Kapah Fonksiyonlarda Tiirev

% 1 esitlik (19)'dan hesaplamak daha kolaydir. Ancak, f(x,y)=0
X

‘1n tlirevi,

B dy S
O—ﬁcdeer/dy ise, — (22) olur.

d f

5. Kisitlamah Optimizasyon

5.1. Lagrange Carpan Yontemi

Kisitlamali optimizasyon problemlerini ¢ézmenin en basit yolu
Lagrange ¢arpan yontemidir .Genel olarak,

V=AX1LX2, e, Xn) (23) fonksiyonunu
g(x,x2, e, x,)=0 (24) kasitlamasiyla optimize etti-

gimizi diigtinelim.
Lagrange ¢arpan yontemi asagidaki ifadenin kurulmasiyla baslar:

£=fx1,x2. e, X))t A g(x1, X2, x,)  (25)

A ek degiskeni Lagrange carpani olarak adlandirilir. Burada, bi-
rinci derece kosullar:

11



of

—=fi+A
ox, fi+2g
oL

=, +Ag,
ox,

(26)

o0£
—=f+A\
ox, Jrr g,
o0£
o =g(x,....x,) dir.

Bu kosullar, £ fonksiyonunun kritik noktalarinin kosullaridir. Bu-
rada, (n + 1) esitlik (her x i¢in ve A i¢in) ve n+1 bilinmeyen vardir ve
(26)'deki son ifade ile ¢oziildiigiinden, kisitlamali optimizasyon yapil-
maktadir. Esitlik (26) yalnizca maksimum ve minimum igin gerekli ko-
suldur. ikinci derece kosullar1 da gdz éniine almak zorunludur. Boylece
minimizasyon veya maksimizasyon yapilabilir.
Kisitlamali optimizasyon i¢in, ikinci dereceden kosullar1 kisitla-
masiz optimizasyon tekniklerindeki ikinci dereceden kosullar gibidir.
Maksimum i¢in, amag¢ fonksiyonunun ikinci toplam diferansiyeli 0 (s1-
fir) dan kiiciik olmalidir. Formal bigimde gosterelim.

max z=£(x,y)

kisitlama g(x,y)=0

Kisitlama fonksiyonunun diferansiyelini alalim,

dg=g,dx+ gydyZO (27)

12



Buradan,

&

dx=—-—dy (28)

Kisitlanmamis maksimizasyon probleminde oldugu gibi,

d*z=fo(dx)*=2fsydxdy+f;,(dy)* < 0

Kisitlamali maksimizasyon i¢in, dx “in yerini degistirelim.

2
g, g,
d’z=f, (— . dy] +2f, (— . dy} dy + f,, (dy)’

y y

d 2

Minimum igin,
&z>0

Siirli Hessian matrisi sayesinde bu esitsizligi ¢ozeriz.

fxx fxy gx
Hl=\f, f, &|>0 maksimum igindir.
g g O

Minimum i¢in, |H| < 0 olmalidir.

dir.

13



