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17.2 METRIK

METRIK UZAY KAVRAMI

Normlanmig bir uzay, herseyden once bir vektor uzayidir, yani (X, ||||)
normlanmig bir uzay ise, X kiimesi iizerinde bir vektor uzay:r yapis1 vardir.
Oysa, bu kesimde tanimlayacagimiz metrik uzay kavrami i¢in X kiimesinin,
agagida soyleyecegimiz metrik aksiyomlarindan bagka bir 6zellige ya da ya-
piya sahip olmasi1 gerekmez.

Bir metrik uzay, 6geleri arasindaki yakinlik belirlenmig bir kiimedir. Bagka
bir deyisle, iizerinde bir uzaklik fonksiyonu tanimlanmis bir kiimedir. Ger-
¢ekten, adina metrik diyecegimiz bu kavram, herkesin sezgisel olarak bildigi
uzaklik kavraminin genellemesinden bagka birgey degildir.

Tanim 17.2.1. Bir X kiimesi ile bir p : X x X — R fonksiyonu verilmis
olsun. Asagidaki aksiyomlar: siraliyalim:
Her z,y,z € X i¢in

[M1] p(z,y) =0
[M2] p(z,y) < p(z,2) + p(z,y) (iicgen esitsizligi)
[M3] p(z,y) = p(y, ) (simetrik)
[Md] 2 =y = p(z,y) =0 (vanip(z,z) = 0)
[M5] z # y = p(z,y) # 0

Bu aksiyomlardan

[M1] ve [M2] 6zelikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir
yary metriksi (quasi-semi-metric),

[M1], [M2] ve |[M3] 6zelikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde
bir yar: metrik (semi-metric),

[M1], [M2] ve [M4] 6zelikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde
bir sozde metriksi (quasi-pseudometric),

[M1], [M2] , [M3] ve [M4] ozelikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi
tizerinde bir sézde metrik (pseudometric),
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[M1], [M2] , [M3] , [M4] ve [M5] ozelikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X
kiimesi iizerinde bir metrik (metric),

denilir.
Hemen belirtelim ki bu aksiyomlar birbirlerinden bagimsiz degildir. Or-
negin [M4],[M2| ve [M3| aksiyomlar1 sirasiyla kullanlirsa

¢ikar, ki bu, [M1] aksiyomunu verir.

Uzerinde bir metrik tammlanms bir kiimeye bir metrik uzay diyecegiz.
Eger p fonksiyonu, X kiimesi iizerinde bir metrik ise, bu metrik uzay1 (X, p)
ile gosterecegiz.

Yari-metrik uzay ve metrikims: uzay kavramlar: da benzer olarak tanim-
lanir.

(X, p) bir metrik uzay ve =,y € X ise, negatif olmayan p(z,y) gercel
sayisina z ile y 0geleri arasindaki uzaklk diyecegiz.

Ornek 17.2.1. Bog olmayan her hangi bir X kiimesi verilsin. X x X den R

ye tanimlanan
0, z=y
S(z,y) =
1, z#y

doniigiimii bir metriktir.

Ornek 17.2.2. | | simgesi gergel eksende salt deger fonksiyonunu géstermek
iizere, R X R den R ye tanimlanan
pla,y) =lz—yl, (z,y€eR) (17.26)

fonksiyonu bir metriktir. Adina, gercel eksen iizerindeki salt deger metrigi
ya da kisaca salt metrik, diyecegimiz bu metrik, iki gercgel say1 arasindaki
uzakhgr vermektedir. g nun metrik aksiyomlarim sagladigi kolayca goriiliir.

Ornek 17.2.3. | | simgesi karmagik diizlemde salt deger fonksiyonunu gos-
termek iizere, C x C den R ye tanimlanan

K(z1,20) = |21 — 22|, (21,22 € C) (17.27)

fonksiyonu bir metriktir. Adina, karmasik diizlem iizerindeki salt deger met-
rigi ya da, kisaca salt metrik diyecegimiz bu metrik, iki karmagik say1 ara-
sindaki uzakhgi vermektedir. £ nin metrik aksiyomlarini sagladigi kolayca
goriiliir.
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Onerme 17.2.1. = = (21,29, ..., 2, € R") vey = (y1, Y2, .., Yn € R?) (n.> 1)
olmak tizere R™ x R™ den R ye tanimlanan

n

po(ay) = p(n,y) = |o -yl (17.28)

i=1
dontstimi R™ dzerinde bir metriktir.

IspaT: [M1] ile [M2] aksiyomlarmin saglandigi apagiktir. [M3| aksiyomu

Z [z — yil = Z (zi — 21) + (20 — yi)|
=1 =1

< Z‘wi—zi\‘FZ\%—M
i=1 i=1
esitsizliginden ¢ikar. Son olarak, [M4] ve [M5] aksiyomlar:

Z|$i_yi|:0<:>$i:yi (1<i<n)
i=1

Sr=y
bagintisindan ¢ikar.

Onerme 17.2.2. v = (21,29, ..., 7, € R") vey = (y1, Y2, ., Yn € R") (n > 1)
olmak tizere R™ x R™ den R ye tanimlanan

m: (z,y) = m(z,y) = max{|z; —y;| : 1 <i < n} (17.29)
donistimi R™ dzerinde bir metriktir.
IspaT: [M1] ile [M2] aksiyomlarmin saglandigi apaciktir. [M3| aksiyomu
max |z; — y;| < max{|r; — 2|+ |z —wl} (1<i<n)
< mazx |z; — z| + max |z —
esitsizliginden ¢ikar. Son olarak, [M4] ve [M5] aksiyomlar:
m(z,y) =0 max|z; —y;| =0 (1 <i<n)
< Xy = Yi
STr=Yy

bagintisindan ¢ikar.
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Onerme 17.2.3. R” ya da C*(n > 1) vektor uzaylars tizerinde

n 2
su(2,y) = (Z s — in2> (17.30)
i=1
diye tanamlanan doniisim bir metriktir. Buna Oklit metrigi diyecegiz.

IspaT: [M1], [M2], [M4] ve [M5] aksiyomlarinin saglandig1 apagiktir. [M3]
aksiyomunun saglandigimi gérmek i¢in, © = (21,29, ..., x,) yerine

T—y=(T1 — Y1, T2 — Yy .-, Tn, — Yn)

koyarak Minkowsk: esitsizligini uygulamak yetecektir.
n = 1 i¢in 5, metriginin p salt metrigine indirgendigi aciktir.

Onerme 17.2.4. (X, p) bir metrikimsi uzay ise, her x,y,z € X igin

p(z,2) = py, 2)| < plz,y) (17.31)

olur.
IsPaT: [M2| ve [M3] den

p(x,z) < ply, z) + p(z,y)

ve
p(y,2) < ply, @) + px, 2) = p(z,y) + p(7, 2)
yazilabilir. Buradan
—p(,y) < p(x, 2) = ply, 2) < plz,y)

¢ikar. Bu, isteneni verir.
Onerme 17.2.5. (X, p) bir metrikimsi uzay ise, her x,y € X i¢in

q: (2,y) = q(z,y) = min{1, p(z,y)} (17.32)

diye tanimlanan dontsim de X tzerinde bir metrikimsi olur.
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fspaT: [M1], [M2] ve [M4] aksiyomlarinin saglandigi apaciktir. [M3] aksi-
yomunun saglandigi ise

min{1, p(z,y)} < min{l, p(z,2) + p(z,y)}

< min{l, p(x, 2)} + min{1, p(z,y)}

esitsizliginden cikar. Simdi bu esitsizligin varhgini gosterelim. Tki hal vardar.
Eger p(x, z)+p(z,y) > 1ise sol yan 1’den biiyiik olmayacagina gore, egitsizlik
vardir. Eger p(x, z) + p(z,y) < 1 ise, istenen sey p(z,y) < p(z,z) + p(z,)
den ¢ikar.

Demek ki q doniigiimii X {izerinde bir metrikimsidir.

Onerme 17.2.6. Metrikimsilerden olusan her hangi bir ailenin toplam: da
bir metrikimsidir. Ozel olarak, sonlu tane metrigin toplama da bir metriktir.

[sPAT: X iizerinde tanimh bir {n; : i € I} metrikimsiler ailesi verilsin.
Bu durumda n =), , n; toplaminin da X fizerinde bir metrikimsi oldugunu
gosterecegiz. Gercekten, her z,y € X igin

(2,y) = n(z,y) = > m(x,y) (17.33)

icl

diye tanimlanan fonksiyonun [M1]-[M4] aksiyomlarim saglayacagim gérmek
icin, her ¢ € [ i¢in 7; nin bu aksiyomlar sagladigin1 diigiinmek yetecektir.

Ozel olarak I indis kiimesi sonlu ve 7; ler birer metrik ise toplamlarmm
sonlu kalacagi ve |[M5| aksiyomunun da saglanacag apagiktir.

Onerme 17.2.7. Metrikimsilerden olusan her hangi bir ailenin en kiiciik
tist smir1 (sup) da bir metrikimsidir. Ozel olarak, sonlu tane metrigin mak-
simumu da bir metriktir.

ISPAT: X iizerinde tamimh bir {n; : i € I} metrikimsiler ailesi verilsin.
Bu durumda

x =sup{n; :i € I'}
doniigiimiintin de X {izerinde bir metrikimsi oldugunu gosterecegiz. x nin
tanimi uyarinca, her x,y € X i¢in

X (z,y) = x(@,y) = sup{ni(x,y) : i € [} (17.34)

olur. y nin doniigiimiiniin [M1|-|M4]| aksiyomlarini saglayacagini gérmek igin,
yine her ¢ € [ i¢in 7; nin bu aksiyomlar1 sagladigin1 diigiinmek yetecektir.
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Ozel olarak, I sonlu ve 7; ler birer metrik ise, bunlarin en kiiciik iist smir
(x,y) = x(z,y) = max{n;(z,y) : i € I, I sonlu} (17.35)

maksimumuna egittir. Ciinkii sonlu sayida n;(x,y) gergel say1 kiimesinin sup
degeri max degerine egittir. Dolayisiyla, x nin [M5| aksiyomunu saglayacagi
hemen goriiliir.

Onerme 17.2.8. Her hangi bir X kiimesi ile her hangi bir (E,n) metrikimsi
uzayr verilsin ve bir f : X — E fonksiyonu tanimlanmas olsun. Bu durumda,
her x,y € X i¢in

Vo (z,y) = dx,y) =n(f(z), fy) (17.36)

diye tanimlanan 9 déndsimi X tzerinde bir metrikimsi olur.

ISPAT: Bunun [M1]-|M4| aksiyomlarim saglayacagi kolayca goriilebilir.
Ancak 7 bir metrik olsa bile, ¥ bir metrik olmayabilir. Bunu agagidaki or-
nekten gorebiliriz.

Ornek 17.2.4. Bir X kiimesi ile her hangi bir f : X — R fonksiyonu verilsin.

0 (z,y) = I(z,y) = [f(x) = fy)]

doniisiimii X tizerinde bir metrikimsidir, ama bir metrik olmayabilir. Ger-
¢ekten f bire-bir degilse ¥ nin [M5| aksiyomunu saglamayacag: apaciktir.
Simdi de, bu doniigiimiin metrik oldugu duruma bir 6rnek verelim.

Ornek 17.2.5.

x Yy
L+ |z] 14|y

v(z,y) = (17.37)

diye tanimlanan v fonksiyonu R iizerinde bir metriktir.

Gergekten v niin metrikimsi oldugu yukaridaki 6rnekten bellidir.

T

ST

fonksiyonunun R den (—1, +1) iizerine siirekli ve bire-bir oldugunu biliyoruz.
Oyleyse [M5] aksiyomu da saglanacaktir.



236 BOLUM 17. METRIK UZAYLAR

Onerme 17.2.9. (X, ||||) normlanmas bir uzay ise her x,y € X igin
pi(2y) = p(r,y) = |z —y| (17.38)
diye tanwmlanan p dontsimi X kimesi tzerinde bir metrik olur.

IspaT: Norm fonksiyonu negatif deger almadigmdan, (17.38) ile tanimla-
nan p doniigiimii [M1] aksiyomunu saglar. [M2| aksiyomu, « yerine —1 konu-
lursa [N2]| den ¢ikar. [M3] aksiyomu

pla,y) = [z =yl
=[x =24z -yl
< |lz =zl + = =¥l
= d(z, 2) + d(z,y)
den goriiliir. [M4] ve [M5]| aksiyomlar ise
plr,y) =z —yl=0cz=y
den ¢ikar.

Uyar: 17.2.1. Yukanda tanimlanmig olan s,p,m ve s, metriklerinin ilgili
Oklid normlarindan elde edilebildigini gériiniiz.

Ornek 17.2.6. C[a, b] kiimesine ait her f, g icin

(fr9) = plfrg) = I —gll, = / (@) - g(x)|da (17.39)

diye tanimlanan p doniigimii bir metriktir.
Ornek 17.2.7. (17.24) ile tammlanan B(X) kiimesine ait her f, g icin

(f,9) = p(f,9) = If — gl (17.40)
= sup |f(x) — g(z)]| (17.41)

diye tanimlanan p doniigiimii bir metriktir. Neden?

Onerme 17.2.10. Metrikimsi uzaylardan olusan bir {(X,,n,) : n € N}
ailesi verilsin. X = Il,enX,, kartezyen carpiminy tanimlayalim. Her n i¢in
Ty Yn € Xy, olmak tizere, her x = (2,,),y = (y,) € X

pi(xy) = p(x,y) =D 2" mn(Tn, yn) (17.42)

dontistimi X tzerinde bir metrikimsidir.

Bunun ispat1 kolayca yapabilecektir.
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17.2.1 Problemler

1.
2.

Bu kesimde ispat1 yapilmayan ornekleri ispatlayiniz.

r = (11,23) ve y = (y1,y2) Ogeleri R? kiimesinden alinmak iizere,
asagidakilerden hangileri R? {izerinde bir metrik degildir?

p(x,y) = min{|zy — yi|, |2 — 12|}
§(z,y) = (21 — 11)* + (¥2 — y2)?
U(x,y) = |21 + |yu] + 22| + |12

Sonlu sayida (X;,7;), 1 <i <n, n € N, metrik uzaylar1 veriliyor.

X =", X

olsun ve x,y € X ise © = (x1,29,...,2,),y = (Y1,Y2,--.,Yn) olmak

iizere,
( 771 X, yz >

=> nilzi,p)
i=1

Y(z,y) = max{ni(x;,y;) 1 1 < i <n}

[NIES

fonksiyonlar:1 tanimlaniyor. Bunlar X iizerinde birer metrik midir?

. C x C den R’ye tanimlanan

p(21, 22) = |21 — 22

fonksiyonunun bir metrik oldugunu gésteriniz. Buna, karmagik sayilar
iizerindeki salt deger metrigi diyecegiz.

(X, p) bir metrik uzay olsun. Her z,y € X i¢in

_plz,y)
T )

diye tanmimlanan ¢ fonksiyonunun da X iizerinde bir metrik oldugunu
gosteriniz.
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6. (X, p) bir metrik uzay olsun. X x X den R’ye tamimlanan agagidaki

fonksiyonlardan hangileri X iizerinde bir metriktir?

oz, y) = kp(z,y), (kecRY)
V(@ y) = kp(x,y), (k€R)
w(x,y) = [p(z,y)]", (n€N)
v(z,y) = [p(z,y)]", (0<r<1)

X kiimesine ait sabit bir a noktas1 secelim. Her f,g € C¥X icin

p:(f.9) = p(f,9) = 1f(a) —g(a)l
diye tanimlanan p doniigiimii C* iizerinde bir metrikimsidir. Neden?

Biitiin karmagik dizilerin olusturdugu kiimeye € diyelim; yani
¢ ={z|lx = (z,),z, €C, neN}

olsun. Gosteriniz ki
ooy =30 Lzl (1743
—~ 2" 1+ |z,

diye tanimlanan p fonksiyonu € kiimesi iizerinde bir metriktir.

Bir [a, b] araligi iizerinde sinirhi degigimli biitiin fonksiyonlarin olugtur-
dugu kiimeyi B[a, b] ile gosterecegiz. Bunun bir vektor uzayr oldugunu
gosteriniz. Her f fonksiyonunun tam degigimini 0(f) ile temsil edersek,
f — (f) dontigiimiiniin bu uzay iizerinde bir yar1 norm oldugu, ama
bir norm olmadig1 kolayca goriilebilir. Dolayisiyla,

(f,9) = p(f,9) =0(f —g)

doniistimii bu uzay iizerinde bir metrikimsi olur. Gosteriniz.



