
7. ‹yis›ralamalar› Birbirine Gömmek

‹
ki iyi s›ralama alal›m: (X, <) ve (Y, <). Bunlar tams›ralama

olduklar›ndan, her ikisini de afla¤›daki flekildeki gibi birer

do¤ru üzerinde temsil ederek çok büyük bir yalan söylemifl

olmay›z. (Temsilde sa¤daki elemanlar soldakilerden daha bü-

yük olacaklar.)

E¤er X ve Y boflküme de¤illerse her ikisinin de birer en kü-

çük eleman› vard›r. Bu elemanlara s›ras›yla x0 ve y0 diyelim.

E¤er X ve Y ’de eleman kalm›flsa o zaman x0 ve y0’dan he-

men sonra gelen elemanlar vard›r. Bu elemanlara s›ras›yla x1 ve

y1 diyelim.
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Bunu böyle “sürdürebilece¤imiz kadar” sürdürelim. E¤er X

ya da Y sonlu ad›mda biterse, önce bitenden di¤erinin bafllan-

g›ç dilimine giden bir eflyap› fonksiyonu buluruz. 

E¤er X ya da Y sonlu ad›mda bitmezse, o zaman her ikisin-

de de  ’ye eflyap›sal olan bir “bafllang›ç dilimi” var demektir.

Daha fazla devam etmeden (çünkü bu tür ak›l yürütmeler

tehlikeli sularda yüzmek demektir), biraz teori yapal›m, en az›n-

dan kulland›¤›m›z “bafllang›ç dilimi” terimini tan›mlayal›m.

Önce okurun sezgisine hitap edelim: Amac›m›z iki iyisiral› kü-

meyi, ilk elemanlar›ndan bafllayarak ve gidebildi¤imiz kadar gi-

derek, birbiriyle efllefltirmeye çal›flmak. ‹kisinden birinin di¤erin-

den daha önce tükenece¤ini umup tükeneni di¤erinin “bafllang›ç

dilimine” gömmek. Okur okumaya devam etsin, her fley zaman-

la arzulanan matematiksel aç›kl›¤a kavuflacak.

7.1. Bafllang›ç Dilimi
(X, <) bir iyis›ralama olsun. I  X bir altküme olsun. E¤er

her x, y ! X için,

y ≤ x ! I

koflullar› do¤ru oldu¤unda, 

y ! I

oluyorsa, I ’ya 
����������	�	
	(‹ngilizcesi initial segment) ad›

verilir. Örne¤in X’in kendisi bir bafllang›ç dilimidir. Daha il-
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ginç örnekler: Her a ! X için,

{x ! X : x < a} 

ve 

{x ! X : x ≤ a}

kümeleri X’in birer bafllang›ç dilimleridir. Bunlardan baflka da

bafllang›ç dilimi yoktur, yani e¤er bir bafllang›ç dilimi X ’ten de-

¤iflikse, o zaman bu bafllang›ç dilimi, belli bir a ! X için,

{x ! X : x < a}

kümesine eflit olmal›d›r. Nitekim I " X bir bafllang›ç dilimi ol-

sun. a, X \ I kümesinin en küçük eleman› olsun. Elbette

{x ! X : x < a}  I

olur. ‹çindeli¤in di¤er istikametini kan›tlayal›m. x ! I olsun.

E¤er a ≤ x ise, bafllang›ç diliminin tan›m›ndan dolay› a ! I ol-

mal›, ki bunun yanl›fl oldu¤unu biliyoruz. Demek ki x < a. ‹s-

tedi¤imizi kan›tlad›k.

E¤er I # X bir bafllang›ç dilimi ise, i+, X \ I kümesinin en

küçük eleman›n› simgeleyecek. Yani i+, X ’in I ’nin bütün ele-

manlar›ndan daha büyük olan en küçük eleman›d›r. Demek ki 

I = {x ! X : x < i+}.

Bu arada I $ {i+} kümesinin de bir bafllang›ç dilimi oldu¤una

dikkatinizi çekerim. E¤er bafllang›ç dilimine J ya da K dersek,

bu elemanlar› j+ ve k+ diye anaca¤›z.

Bu buldu¤umuzu s›k s›k kullanaca¤›z; not edelim:

Önsav 7.1. X ’in bir bafllang›ç dilimi ya X ’e eflittir ya da bir

a in X için {x ! X : x < a} biçiminde bir kümedir.

Sonuç 7.2. E¤er I ve J, X’in birer bafllang›ç kümesiyse, ya

I  J ya da J  I.

Kan›t: E¤er I ya da J, X ise, sorun yok. Böyle olmad›¤›n›

varsayal›m. E¤er i+ ≤ j+ ise I  J, aksi halde J  I. n
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Afla¤›daki sonuç da yukardakinden ç›kar ama biz çeflni ol-

sun diye baflka bir kan›t verece¤iz.

Önsav 7.3. %, elemanlar› X’in baz› bafllang›ç dilimlerinden

oluflan bir küme olsun. O zaman $%, yani $I !% I bir bafllan-

g›ç dilimidir.

Kan›t: x !$I !% I ve y < x olsun. Demek ki bir I ! % için

x ! I. Ama I bir bafllang›ç dilimi. Demek ki y ! I. Dolay›s›yla

y ! $I !% I. n

Al›flt›rmalar
Afla¤›daki al›flt›rmalarda X iyis›ral› bir kümeyi simgeleyecek.

7.1.1. E¤er I ve J, X’in birer bafllang›ç dilimiyse, ya I  J ya

da J  I oldu¤unu kan›tlay›n.

7.1.2. %, her eleman› X ’in bir bafllang›ç dilimi olan bir kü-

me olsun. O zaman &% kümesinin, yani &I!% I kümesinin de

X ’in bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu kan›tlay›n.

7.1.3. Y iyis›ral› küme olsun. ƒ : X ' Y, X ’ten Y ’nin bir

bafllang›ç dilimine giden bir eflyap› fonksiyonu olsun. I  X bir

bafllang›ç dilimiyse, ƒ(I)’n›n Y ’nin de bir bafllang›ç dilimi oldu-

¤unu gösterin.

7.1.4. %(#(), her eleman› X ’in bir bafllang›ç dilimi olan bir

küme olsun. %’nin en küçük bir eleman› oldu¤unu kan›tlay›n;

yani öyle bir I !% eleman›n›n varl›¤›n› kan›tlay›n ki, her J ! %
için I  J olsun.

7.1.5. X’in en büyük eleman›n›n olmad›¤›n› varsayal›m. %,

X’in X’e eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin kümesi olsun.

$I!% I = X eflitli¤ini kan›tlay›n.

7.1.6. A, X’in bir altkümesi olsun.

I(A) = {x ! X : x, A’n›n bir eleman›ndan küçükeflit}

olsun. I(A)’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu kan›tlay›n.

I(A)’n›n A’y› içeren bafllang›ç dilimlerinin en küçü¤ü oldu¤unu

kan›tlay›n. I(A)’n›n X’in A’y› içeren tüm bafllang›ç dilimlerinin

kesiflimi oldu¤unu kan›tlay›n.)
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7.1.7. J = $I !% I olsun. {i+ : I ! %} kümesiyle j+ eleman›

aras›nda nas›l bir iliflki vard›r?

7.1.8. I  Y  X olsun ve I, hem X ’in hem de Y ’nin bafl-

lang›ç dilimi olsun. i+ eleman› X ’te ve Y ’de farkl› elemanlar

olabilir. Asl›nda, i+ yerine i+(X) ve i+(Y) yazmak gerekir. i+(X)

≤ i+(Y) eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

7.2. Gömme Teoremi (1)
Bölümün bafl›nda tan›mlad›¤›m›z xn ve yn elemanlar›n›

an›msayal›m. E¤er X ve Y ’den biri sadece bu xn ve yn eleman-

lar›ndan oluflmuflsa, o zaman, bu elemanlardan oluflandan

(afla¤›daki resimde X ’ten) di¤erinin bafllang›ç dilimine giden

bir eflyap› fonksiyonu vard›r.

E¤er hem X’te hem de Y ’de eleman kalm›flsa, x* ve y* ka-

lan elemanlar›n en küçü¤ü olsun.

Bunu böylecene sürdürebiliriz ve X ya da Y ’nin elemanla-

r›n› bir zaman sonra tüketebiliriz. Böylece, önce tükeneni di¤e-

rinin bir bafllang›ç dilimine gömebiliriz... gibi bir hisse kap›la-

bilir insan ilk anda ama ikinci anda bundan matematiksel ola-

rak henüz emin olamayaca¤›m›z› anlar›z...

Yukardaki ak›l yürütmenin beyne de¤il hislere hitap etti¤i-

nin fark›na vard›n›z m›? Matematikte “bunu böylecene sürdü-
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rebiliriz” diye bir tümce yaz›lamaz, böyle bir tümce ancak ede-

biyat s›n›f›na girebilir. Oysa burada matematik yap›lmaktad›r.

Bu bölümde yukardaki edebiyat› matemati¤e dönüfltürerek

flu teoremi kan›tlayaca¤›z.

Teorem 7.4. (X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. O zaman

ikisinden birinden di¤erinin bir bafllang›ç dilimine giden bir efl-

yap› fonksiyonu vard›r ve bu bafllang›ç dilimi ve eflyap› fonksi-

yonu birer tanedir. Ayr›ca her ikisinden de di¤erinin bafllang›ç

dilimine giden eflyap› fonksiyonlar› varsa, bu eflyap› fonksiyon-

lar› eflyap› efllemeleri (izomorfizma) olmak zorundad›r.

Teoremi flöyle yazmay› tercih ediyoruz:

Teorem 7.4+. (X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. O zaman

ikisinden biri di¤erinin bafllang›ç dilimine gömülür. Ayr›ca her

ikisi de di¤erinin bafllang›ç dilimine gömülüyorsa, bu gömme-

ler eflyap› efllemeleri (izomorfizma) olmak zorundad›rlar.

Matematiksel tan›m› verelim ki sonradan maraza ç›kmas›n.

(X, <) ve (Y, <) birer iyis›ralama olsun. ƒ : X ' Y s›ralamay›

koruyan bir fonksiyon olsun, yani x1 < x2 için ƒ(x1) < ƒ(x2) ol-

sun. Bir de ayr›ca ƒ(X)’in Y ’nin bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu

varsayal›m. O zaman ƒ’nin X’in Y ’nin bir bafllang›ç dilimine

gömülüflü oldu¤unu ya da ƒ’nin X’i Y’nin bir bafllang›ç dilimi-

ne gömdü¤ünü ya da X’in Y ’nin bafllang›ç dilimine gömüldü-

¤ünü söyleyece¤iz.

Teoremi kan›tlamak biraz zaman alacak. ‹yis›ralamalarda tü-

mevar›mla kan›t ilkesini s›k s›k kullanaca¤›z. (Bkz. Teorem 6.3.)
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Bundan böyle X ve Y, iyis›ralanm›fl birer küme simgeleye-

cekler.

Bir sonraki önsav›n tümevar›mda nas›l kullan›laca¤›n› gör-

mek için kâhin olmaya gerek yok.

Önsav 7.5. ƒ, X ’in Y’nin bir bafllang›ç dilimine bir gömü-

lüflü olsun. I, X ’ in bir bafllang›ç dilimi olsun.

i. O zaman ƒ(I ), Y ’nin bir bafllang›ç dilimidir, yani ƒ’nin

I ’ya k›s›tlan›fl› olan ƒ|I fonksiyonu I ’nin Y ’nin bir bafllang›ç di-

limine gömülüflüdür.

ii. E¤er I # X ve J = ƒ(I ) ise, ƒ(i+) = j+ olur.

Kan›t: i. y1 ! ƒ(I ) ve y2 < y1 olsun. y2’nin ƒ(I)’da oldu¤unu

kan›tlayaca¤›z.

Madem ki y1 ! ƒ(I ), ƒ(x1) = y1 eflitli¤ini sa¤layan bir x1 ! I

vard›r.

y1 ! ƒ(X ) ve ƒ(X ) bir bafllang›ç dilimi oldu¤undan, y1’den

küçük olan y2 de ƒ(X )’in bir eleman›d›r. ƒ(x2) = y2 eflitli¤ini

sa¤layan bir x2 ! X eleman› alal›m.

ƒ(x2) = y2 < y1 = ƒ(x1)

oldu¤undan, x2 < x1 olmal›. Ama x1 ! I. Demek ki x2 ! I ve

y2 = ƒ(x2) ! ƒ(I ).

ii. i+, I’nin bütün elemanlar›ndan daha büyük oldu¤undan,

ƒ(i+), ƒ(I)’nin bütün elemanlar›ndan daha büyük olmal›. Demek

ki j+ ≤ ƒ(i+). Dolay›s›yla (ƒ(X) bir bafllang›ç dilimi oldu¤undan) j+

! ƒ(X) ve bir x ! X için, ƒ(x) = j+ olmal›. ƒ(x) = j+ ≤ ƒ(i+) oldu-
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¤undan, x ≤ i+ olmal›. E¤er x < i+ ise, o zaman x ! I ve ƒ(x) !
ƒ(I) olur ki bu da ƒ(x) = j+ , ƒ(I) ile çeliflir. Demek ki x = i+. n

Önsav 7.6. X ’ten Y’nin bir bafllang›ç dilimine en fazla bir

gömme vard›r.

Kan›t: ƒ ve g, X ’ten Y ’nin bir bafllang›ç dilimine giden iki

gömme olsun. Her x ! X için ƒ(x) = g(x) eflitli¤ini kan›tlayaca-

¤›z. Demek ki,

A = {x ! X : ƒ(x) = g(x)}

tan›m›n› yaparsak, A’n›n X ’e eflit oldu¤unu kan›tlamam›z gere-

kiyor. Tümevar›mla kan›t ilkesini kullanaca¤›z.

x ! X olsun ve I = {y ! X : y < x} kümesinin A’n›n bir alt-

kümesi oldu¤unu varsayal›m. E¤er x’in de A’da oldu¤unu ka-

n›tlarsak, tümevar›m ilkesine göre A’n›n X ’e eflit oldu¤unu ka-

n›tlam›fl olaca¤›z ve önsav›m›z kan›tlanm›fl olacak.

Ama x = i+ ve Önsav 7.5.ii’ye göre, ƒ(I) = J = g(I ) = K ise,

ƒ(x) = ƒ(i+) = j+ = k+ = g(i+) = g(x). 

Demek ki x ! A. n

Yukardaki önsava göre X ’in bir bafllang›ç diliminden Y ’nin

bir bafllang›ç dilimine en fazla bir tane gömme vard›r. Nitekim

e¤er I, X’in bir bafllang›ç dilimiyse, Önsav 7.6’y› X yerine I ’ya

uygulayabiliriz.

Sonuç 7.7. Özdefllik fonksiyonu Id, X ’ten X ’in bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’dan dolay› X ’ten

X ’in bir bafllang›ç dilimine giden baflka da böyle bir gömme

yoktur. n

Teoremin Birinci Yar›s›n›n Kan›t›: %, Y ’nin bir bafllang›ç

dilimine gömülen X ’in bafllang›ç dilimleri kümesi olsun. Yani,

% = { I  X : I, X ’in bafllang›ç dilimi ve I ’dan Y ’nin bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömme var} olsun.
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Önsav 7.6’ya göre, e¤er I ! % ise, I ’dan Y ’nin bir bafllan-

g›ç kümesine giden sadece bir tane gömme vard›r. Bu gömme-

ye ƒI ad›n› verelim.

E¤er I ve J, X’in iki bafllang›ç dilimiyse, Sonuç 7.2’ye göre

ya I  J ya da J  I. Diyelim I  J. fiimdi, ƒJ gömmesi J ’den

Y ’ye gidiyor, ve I  J oldu¤undan, ƒJ fonksiyonunu I ’da de¤er-

lendirebiliriz. Önsav 7.5’e göre ƒJ-I(I) de Y ’nin bir bafllang›ç di-

limidir ve ƒJ-I da ƒI gibi, I ’dan Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gi-

den bir gömmedir. Önsav 7.6’ya göre,

ƒJ-I = ƒI.

Demek ki, her x ! I için, ƒI(x) = ƒJ-I(x) = ƒJ(x).

fiimdi Z = $% = $I!% I olsun. Z ’nin %’de oldu¤unu ka-

n›tlayaca¤›z. Bu da Z ’nin %’nin en büyük eleman› oldu¤unu

gösterecek, çünkü ne de olsa Z, %’nin elemanlar›n›n bileflimi.

Yani Z, Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gömülen X ’in en büyük

bafllang›ç dilimi olacak.

Önsav 7.3’e göre Z, X’in bir bafllang›ç dilimidir. Z’den

Y ’ye giden bir ƒ fonksiyonu tan›mlayaca¤›z. x ! Z olsun. O za-

man bir I ! % için x ! I. fiimdi ƒ(x)’i ƒI(x) olarak tan›mlaya-

l›m. Bu tan›m “yasal”d›r çünkü, I yerine, x’in içinde bulundu-

¤u bir baflka J ! % bafllang›ç dilimi seçseydik, bir üstteki pa-

ragrafta yapt›klar›m›zdan dolay› ƒI(x) = ƒJ(x) olurdu. Yani

ƒ(x)’in tan›m›, seçilen I bafllang›ç diliminden ba¤›ms›zd›r, yeter

ki x, I ’da olsun. Bu da tan›m›n yasal oldu¤unu gösterir.
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fiimdi ƒ’nin s›ralamaya sayg› duyan bir fonksiyon oldu¤unu

kan›tlayaca¤›m. Bunun kan›t› oldukça kolay. y < x ! Z olsun.

Demek ki bir I ! % için x ! I. O zaman y de I ’da. Demek ki,

ƒ(y) = ƒI(y) < ƒI(x) = ƒ(x).

Böylece ƒ ’nin s›ralamaya sayg› duydu¤unu kan›tlam›fl olduk.

Önsav 7.3’ten dolay› ƒ(Z)’nin Y ’nin bir bafllang›ç dilimi ol-

du¤unu biliyoruz. Demek ki ƒ, Z ’den Y ’nin bir bafllang›ç dili-

mine bir gömme. Dolay›s›yla Z ! % ve Z, %’nin en büyük ele-

man›. Durum flöyle:

E¤er Z = X ise iflimiz bitmifltir, çünkü o zaman X, Y ’nin bir

bafllang›ç dilimine gömülür.

E¤er ƒ(Z) = Y ise de iflimiz bitmifltir, çünkü o zaman Y, ƒ.1

sayesinde X ’in bir bafllang›ç dilimine (Z’ye) gömülür. 

fiimdi Z # X ve ƒ(Z) # Y varsay›mlar›n› yapal›m. Bir çelifl-

ki elde edece¤iz. T = ƒ(Z) olsun. Bu durumda z+ ve t+ eleman-

lar› vard›r. fiimdi X ’in Z $ {z+} bafllang›ç kümesinden Y ’nin 

ƒ(Z) $ {t+}

bafllang›ç kümesine giden ve s›ralamay› koruyan bir fonksiyon

bulabiliriz. Bunun için, Z üzerine tan›ml› olan ƒ’yi z+ eleman›-

n› t+ eleman›na götürecek biçimde geniflletmek yeterli. Ama o

zaman da Z $ {z+} ! % olur. Bu da Z’nin %’nin en büyük ela-

man› olmas›yla çeliflir. n
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Teoremin ‹kinci Yar›s›n›n Kan›t›: ƒ, X ’ten Y ’nin bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömme olsun. g, Y ’den X’in bir bafllang›ç

dilimine giden bir gömme olsun. O zaman, g  ƒ, X ’ten X ’in bir

bafllang›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’ya göre

g  ƒ = IdX.

Demek ki her x ! X için g(ƒ(x)) = x. Dolay›s›yla g örtendir, yani

bir eflyap› efllemesidir. (g’nin birebir oldu¤unu zaten biliyoruz.)

E¤er ƒ örten de¤ilse, o zaman Y ’de her x ! X için, ƒ(x) < u

eflitsizli¤ini sa¤layan bir u eleman› vard›r. Bu eflitsizli¤in her iki

taraf›na da g’yi uygularsak, her x ! X için, x = g(ƒ(x)) < g(u),

yani

x < g(u)

olur. Bu eflitlikte e¤er x = g(u) al›rsak, ki g örten oldu¤undan

bunu yapabiliriz, bir çeliflki elde ederiz. Demek ki ƒ de örten-

dir, yani ƒ de bir eflyap› efllemesidir. n

Yukardaki teoremin kan›t›ndan afla¤›daki sonuç ç›kar:

Kan›t›n Sonucu 7.8. X ve Y birer iyis›ralama olsun. O za-

man, Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gömülen X ’ in bir en büyük

Z bafllang›ç dilimi vard›r ve bir tanedir. Ayr›ca e¤er Z # X ise

bu gömme örten olmak durumundad›r, yani Z / Y ’dir.

Kan›t: Nitekim kan›tta bulunan X ’ in Z altkümesi tam bu

bafllang›ç dilimidir. n
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7.3. Gömme Teoremi (2)
Yukarda iyis›ral› kümeleri birbirine gömdük. Burada iyis›-

ral› bir kümenin heraltkümesini iyis›ral› kümenin bir bafllang›ç

dilimine gömece¤iz. 

Teorem 7.9. ‹yis›ral› bir X kümesinin her altkümesi (iyis›ra-

l› bir küme olarak) X ’in tek bir bafllang›ç dilimine ve tek bir bi-

çimde gömülür.

Teoremin Tart›flmas›. Gömmenin biricikli¤i Teorem

7.4’ten ç›kar ama gömmenin varl›¤› ayn› teoremden ç›kmaz.

‹yis›ral› küme X olsun,  altkümesi de Y olsun. Afla¤›daki fle-

kilden de görülece¤i üzere X’in Y altkümesini sola kayd›raca-

¤›z. Sorun, bu “sola kayd›rma”y› matematikçe ifade edip teore-

mi kan›tlamak. Ve asl›nda teoremi kan›tlamakta karfl›lafl›lan

tek sorun bu.

Teorem, solda her zaman Y için yeterince yer oldu¤unu söy-

lüyor. Yani arka kap›dan binilen bir otobüste, ayaktaki yolcu-

lar ön kap›ya do¤ru ilerleyip yanyana durabilirler, yolcular ön

kap›ya do¤ru ilerlediklerinde arkada yer aç›l›r, otobüste yer

kalmamas› diye bir sorun yaflanmaz, yolcu say›s› sonsuz, hatta

çok çok sonsuz bile olsa...

Engin deneyimime göre birinci s›n›f matematik ö¤rencileri

burada neyin kan›tlanmas› gerekti¤ini anlayam›yorlar. “Elbet-

te Y’nin elemanlar›n› sola do¤ru itekleyebiliriz” diyorlar. Belki

Y sonluysa ‘elbette’ de, Y sonsuz oldu¤unda “elbette” kan›t›

hafif kaçabilir. Ayr›ca, bariz bile olsa, matematikte her fleyin

kan›tlanmas› gerekir.
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Bir derste iki saatimi bu “itelemenin” hiç de bariz olmad›-

¤›n›, burada bir fleylerin kan›tlamas› gerekti¤inin anlafl›lmas›na

harcad›¤›m› an›ms›yorum. Ö¤rencilerden ›srarla “sola kayd›r-

may›” matematikçeye çevirmelerini istedim. Sonunda buldular.

“Sola kayd›rmak” demek “ƒ gömmesi artmayan bir fonksiyon-

dur” demektir, yani her y ! Y için ƒ(y) ≤ y eflitsizli¤i geçerlidir

demektir. “Y’yi sola kayd›rmak” edebiyatt›r, oysa

“her y ! Y için ƒ(y) ≤ y”

matematiktir. (Bkz. afla¤›daki kan›ttaki Arasav.)

Ö¤retmen arkadafllar›ma yukardaki aflamay› ›srarla ö¤ren-

cilere atlatmalar›n› öneririm. Bu al›flt›rma matemati¤in ne ol-

du¤unu ö¤retme konusunda son derece faydal›d›r.

Teorem 7.9’un Kan›t›: X’in altkümesine Y diyelim. Y de iyi-

s›ral› bir altkümedir (iyis›ralamay› X’ten miras alm›flt›r.) Yu-

karda kan›tlad›¤›m›z teoreme göre ya X, Y ’nin ya da Y, X’in

bir bafllang›ç dilimine gömülür. Dolay›s›yla e¤er X, Y ’nin bafl-

lang›ç dilimine gömülmüyorsa o zaman teoremimiz kan›tlan-

m›flt›r. Ama ne yaz›k ki X bazen Y ’nin bafllang›ç dilimine gö-

mülebilir. Örnek: X =  ve Y =  \ {0} ise, ƒ(x) = x + 1 fonksi-

yonu X’i Y ’ye (ki Y, Y ’nin bir bafllang›ç dilimidir) gömer. Do-

lay›s›yla bu kan›t denemesi fiyaskoyla sonuçlan›r.

Bir baflka yol bulmal›y›z.

Biraz önce ç›kard›¤›m›z sonucu (Sonuç 7.8’i) kullanaca¤›z.

O sonuçta X ile Y ’nin yerlerini de¤ifltirelim. O zaman X’in bir

bafllang›ç dilimine gömülen Y’nin en büyük bir bafllang›ç dilimi

vard›r. Bu bafllang›ç dilimine Z diyelim. Z ’nin Y ’ye eflit oldu-

¤unu kan›tlamak istiyoruz.
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Z ’yi X ’in bafllang›ç dilimine gömen gömmeye ƒ diyelim.

Z ’nin Y ’ye eflit olmad›¤›n› varsay›p bir çeliflki elde etmeye çal›fla-

l›m. E¤er Z # Y ise, o zaman Sonuç 7.8’e göre ƒ(Z) = X olmal›.

(Kan›t› an›msay›n: Yoksa ƒ’yi bir ad›m daha geniflleterek Z ’den

daha büyük bir bafllang›ç dilimi bulabiliriz ve bu bir çeliflki olur.)

Arasav. Her z ! Z için ƒ(z) ≤ z.

Sav›n Kan›t›: Sav› tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

A = {z ! Z : ƒ(z) ≤ z}

olsun. A’n›n Z ’ye eflit oldu¤unu tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Bir

z0 ! Z için, Z ’nin z0’dan küçük elemanlar›n›n A’da olduklar›n›

varsay›p, z0 eleman›n›n A’da oldu¤unu kan›tlayal›m. Yani

I = {z ! Z : z < z0}  A

varsay›m›nda bulunup z0 ! A iliflkisini kan›tlayal›m. Ama i+ =

i+(Z) = z0 ve Önsav 7.5.ii’ye göre, J = ƒ(I) ise,

ƒ(z0) = ƒ(i+) = j+.

Öte yandan her z ! I  A için, ƒ(z) ≤ z < z0. Demek ki z0,

ƒ(I)’nin her eleman›ndan daha büyük, yani j+ ≤ z0. Bundan da

ƒ(z0) = ƒ(i+) = j+ ≤ z0 ç›kar. Arasav›m›z kan›tlanm›flt›r.

fiimdi teoremin kan›t›n›n sonunu getirebiliriz. E¤er Z # Y ise,

o zaman Y \ Z boflküme de¤ildir. Y \ Z kümesinden bir y elema-

n› alal›m. O zaman, her z ! Z için, ƒ(z) ≤ z < y. Dolay›s›yla y,

ƒ(Z)’de de¤il. Demek ki ƒ(Z) # X ve bu, Sonuç 7.8’le çeliflir. n

Sonuç 7.10. E¤er bir X iyis›ralamas›ndan bir Y iyis›ralamas›-

na giden s›ralamay› koruyan bir fonksiyon varsa, o zaman X’ten

Y’nin bir bafllang›ç dilimine giden bir (ve bir tek) gömme vard›r. 
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8. Eflyap›sall›k ve Gömme

D
ört elemanl› ve iyis›ral› çok küme vard›r. Tam 24 tane.

Hepsinin resmini yapamay›z (yeterince yer  ve zaman

yok!) ama birkaç›n›n resmini yanda yapt›k.

Resimde befl tane iyis›ral› (ya da tams›ral›, ayn› fley)

dört elemanl› küme görüyorsunuz. Elemanlar›n sol-

dan sa¤a do¤ru s›raland›¤›n› varsay›yoruz: Küçükler

solda, büyükler sa¤da. Örne¤in sonuncusunda 5 < 0

< 7 < 0, do¤al s›ralamadan farkl› bir s›ralama belli

ki. Dört elemanl› her tams›ral› kümenin elemanlar›-

n› küçükten büyü¤e do¤ru,

x0 < x1 < x2 < x3

olarak dizebiliriz. Dolay›s›yla 4 elemanl› her tams›ral› küme,

0 < 1 < 2 < 3

olarak tams›ralanm›fl {0, 1, 2, 3} kümesine benzer. Dört eleman-

l› çok iyis›ral› küme var ama hepsi birbirine benzer. Bunlar›n

hepsi “eflyap›sal”d›r.

8.1. Eflyap›sall›k
X ve Y tams›ralanm›fl iki küme olsun. Her iki s›ralamay› da

< simgesiyle gösterelim. Asl›nda X’in s›ralamas›n› <X ile Y’nin

a b c d

a bcd

2 310

9 1565

7 005



s›ralamas›n› <Y ile göstermek gerekiyor, çünkü, örne¤in X, Y’ye

eflit bile olsa üzerlerindeki s›ralamalar farkl› olabilir. E¤er bir

ƒ : X ' Y fonksiyonu, 

her x1, x2 ! X için, x1 < x2 1 ƒ(x1) < ƒ(x2)

özelli¤ini sa¤l›yorsa, ƒ’ye eflyap› fonksiyonu ya da morfizma ad›

verilir. Yani eflyap› fonksiyonlar› elemanlar›n s›ralamalar›n› de-

¤ifltirmezler, matematiksel deyimle “s›ralamaya sayg› duyarlar”.

Bir eflyap› fonksiyonu birebir olmak zorundad›r, çünkü

e¤er ƒ(x1) = ƒ(x2) ise ne x1 < x2 olabilir ne de x2 < x1, demek

ki x2 = x1 olmak zorundad›r. Bu yüzden eflyap› fonksiyonlar›na

gömme de denir. E¤er ƒ ayr›ca örtense, ƒ’ye eflyap› efllemesi ya

da izomorfizma denir. Bu durumda tams›ral› X ve Y kümeleri-

ne eflyap›sal tams›ralamalar ya da izomorfik denir ve X / Y ya-

z›l›r.

Eflyap›sall›¤›n ortaya ç›karmaya çal›flt›¤› fley flu: E¤er X / Y

ise, X ve Y tams›ralamalar› aras›nda elemanlar›n›n adlar› d›fl›n-

da hiçbir fark yoktur.

E¤er n bir do¤al say›ysa n elemanl› tüm tams›ralamalar bir-

birine eflyap›sald›r. Nitekim, X ve Y, n elemanl› iki tams›rala-

ma olsunlar. X ve Y ’nin elemanlar›n› küçükten büyü¤e do¤ru

x0 < x1 < ... < xn.1

ve 

y0 < y1 < ... < yn.1

olarak tams›ralayal›m. fiimdi ƒ(xi) = yi olarak tan›mlanm›fl ƒ

fonksiyonu X’le Y aras›nda bir eflyap› efllemesidir.

Sonsuz tams›ralamalar çok de¤iflik olabilirler ama. Örne¤in,

do¤al s›ralanm›fl  , !, " ve # kümeleri birbirinden de¤ifliktirler,

yani aralar›nda eflyap› efllemesi olamaz. Aç›klayal›m: Do¤al s›ra-

lanm›fl  kümesi bir iyis›ralamad›r, örne¤in  ’nin bir en küçük

eleman› vard›r: 0. Öte yandan di¤erlerinin en küçük eleman› yok-

tur. Demek ki  di¤erlerinden biriyle (do¤al s›ralama alt›nda) efl-

yap›sal olamaz. " ise yo¤un bir s›ralamad›r, yani herhangi iki ele-

man› aras›nda bir eleman vard›r.  ve ! yo¤un olmad›klar›ndan
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bu özellik "’yü  ve !’den ayr›flt›r›r. Ayn› nedenden # ile  ya

da ! eflyap›sal olamaz. # ile " aras›ndaki ayr›m› görmek için s›-

ralamalar dünyas›ndan ç›kmam›z laz›m. Do¤al s›ralanm›fl # ile "

kümeleri aras›nda s›ralama bak›m›ndan “pek” bir ayr›m yoktur.

(“Pek bir ayr›m yoktur” tümcesine matematiksel bir anlam veri-

lebilir ama konumuz bu de¤il; okur bu tümceyi hafife alarak oku-

sun.) # ile " s›ral› kümeleri aras›ndaki ayr›m s›ralamadan de¤il

“eleman say›s›ndan” kaynaklan›r: " say›labilir sonsuzluktad›r,

ama # say›labilir sonsuzlukta de¤ildir, dolay›s›yla # ile " küme-

leri aras›nda, b›rak›n bir eflyap› efllemesini, eflleme bile yoktur!

fiimdi eflyap› fonksiyonlar›n›n ve eflyap›sall›¤›n birkaç özel-

li¤ini görelim.

E1. E¤er X, Y ve Z tams›ral› üç kümeyse ve

ƒ : X ' Y ve g : Y ' Z

birer eflyap› efllemesiyse (fonksiyonuysa), o zaman 

g  ƒ : X ' Z

bir eflyap› efllemesidir (fonksiyonudur) elbette. Sonuç: X / Y ve

Y / Z ise X / Z olur.

E2. E¤er X ve Y tams›ral› iki kümeyse ve

ƒ : X ' Y

bir eflyap› efllemesiyse , o zaman

ƒ.1 : Y ' X

bir eflyap› efllemesidir. Bunun kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›l-

m›flt›r. Sonuç: X / Y ise Y / X olur.

E3. E¤er X tams›ral› bir kümeyse, IdX(x) = x olarak tan›m-

lanm›fl,

IdX : X ' X

özdefllik fonksiyonu bir eflyap› efllemesidir. Sonuç: X / X’tir.

Bu üç özelli¤i daha simgesel bir yaz›yla yazal›m:

E1. X / Y ve Y / Z ise X / Z.

E2. X / Y ise Y / X.

E3. X / X’tir.

Görüldü¤ü üzere tams›ral› kümeler aras›nda tan›mlad›¤›m›z /
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iliflkisi sanki eflitlikmifl gibi davran›yor. Ama eflitlik olmad›¤› gi-

bi, denklik iliflkisi bile de¤ildir çünkü tams›ral› kümelerden olu-

flan bir küme yoktur. Birazdan, iyis›ral› kümeler aras›nda, tam-

s›ralama gibi davranan bir ! iliflkisi bulaca¤›z. (Acele davran›p

tan›m› hemen verelim: X ’ten Y ’ye giden bir eflyap› fonksiyonu

varsa, bunu X ! Y olarak gösterece¤iz.)

Tams›ralanm›fl bir kümeden gene kendisine giden eflyap› efl-

lemelerine eflyap› eflleflmesi ya da otomorfizma ad› verilir. Ör-

ne¤in IdX her zaman bir eflyap› eflleflmesidir.

X’in eflyap› eflleflmeleri kümesi Aut X olarak yaz›l›r. Yukar-

daki üç özellikten flunlar ç›kar:

1. ƒ, g ! Aut X ise ƒ  g ! Aut X.

2. ƒ ! Aut X ise ƒ.1 ! Aut X.

3. IdX ! Aut X.

Bir tams›ralaman›n tüm eflyap› efllemelerini bulmak, o tam-

s›ralamay› iyice anlamak demektir. Birkaç örnek verelim:

Örnek 1. X, tams›ralanm›fl sonlu bir kümeyse, Aut X = {IdX}.

Örnek 2. Aut  = {Id }.

Örnek 3. Daha genel olarak, e¤er X iyis›ralanm›fl bir kü-

meyse, Önsav 7.6’ya göre Aut X = {IdX} olur.

Örnek 4. Aut ! = { ƒa : ! ' ! : a ! ! ve ƒa(x) = x + a}.

Örnek 5. Aut " çok daha karmafl›k bir kümedir. E¤er a, b

! " ve a > 0 ise, 

ƒa,b(x) = ax + b

kural›yla tan›mlanm›fl ƒa,b : " ' " fonksiyonlar›n›n herbiri

"’nün bir eflyap› eflleflmesidir. Ama "’nün çok daha fazla efl-

yap› eflleflmesi vard›r. Örne¤in,

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon bir eflyap› efllemesidir. (Henüz

ifllemedi¤imiz kardinal say›lar› bilenler için: "’nün eflyap› eflle-

mesi say›s› olabilecek en yüksek say›da, yani 2 0 tanedir.)
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Al›flt›rmalar
1. Tüm bir elemanl› kümeleri içeren bir kümenin olamaya-

ca¤›n› kan›tlay›n. (‹pucu: Aksi halde tüm kümeler kümesi olur-

du!) Bundan, tüm tams›ral› ya da iyis›ral› kümeleri içeren bir

kümenin olamayaca¤›n› ç›kar›n.

2. E¤er X ve Y iyis›ral› kümelerse, X’le Y aras›nda en fazla

bir tane eflyap› efllemesi olabilir.

8.2. ‹yis›ralamalar› Birbirine Gömmek
X ve Y iki iyis›ral› küme olsun. X’ten Y’ye giden bir eflyap›

fonksiyonu varsa (ki bunlara gömme dedik), Sonuç 7.10’a gö-

re X ’ten Y ’nin bir bafllang›ç dilimine giden bir ve bir tane göm-

me vard›r.

E¤er X iyis›ralamas› Y iyis›ralamas›n›n içine gömülüyorsa,

bunu X ! Y olarak gösterelim. Her X, Y, Z iyis›ralamas› için,

E4. X ! X,

E5. X ! Y ve Y ! Z ise X ! Z,

E6. X ! Y ve Y ! X ise X / Y

olur.

Bunlardan ilk ikisini zaten biliyorduk. Üçüncüsü Sonuç

7.7’den dolay› do¤ru. 

E4, E5, E6’ya dikkat ederseniz, bunlar, ! iliflkisinin iyis›ral›

kümeler üzerinde bir tür s›ralama oldu¤unu söylüyor. 

Teorem 7.4’ün birinci k›sm›, ! iliflkisinin iyis›ral› kümeleri

tams›ralad›¤›n› söylüyor: Her X ve Y iyis›ralamas› için,

E7. Ya X ! Y ya da Y ! X.
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