7. lyisiralamalar1 Birbirine Gommek

ki iyi siralama alalim: (X, <) ve (Y, <). Bunlar tamsiralama
Iolduklarmdan, her ikisini de asagidaki sekildeki gibi birer
dogru tizerinde temsil ederek ¢ok biiyiik bir yalan soylemis

X

Y

olmayiz. (Temsilde sagdaki elemanlar soldakilerden daha bii-
yik olacaklar.)

Eger X ve Y boskiime degillerse her ikisinin de birer en kii-
citk elemani vardir. Bu elemanlara sirasiyla x ve y, diyelim.

x
f X
Y

Yo

Eger X ve Y’de eleman kalmigsa o zaman x, ve y,’dan he-
men sonra gelen elemanlar vardir. Bu elemanlara sirasiyla x; ve
y; diyelim.

Xo Xy

Yo Y1
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Bunu boyle “surdiirebilecegimiz kadar” stirdiirelim. Eger X
ya da Y sonlu adimda biterse, dnce bitenden digerinin baslan-
gi¢ dilimine giden bir esyap1 fonksiyonu buluruz.

Xy Xq X, X

Yo Y1 Y

Eger X ya da Y sonlu adimda bitmezse, o zaman her ikisin-
de de N’ye esyapisal olan bir “baslangi¢ dilimi” var demektir.

Daha fazla devam etmeden (¢tinkii bu tur akil yirtitmeler
tehlikeli sularda ytizmek demektir), biraz teori yapalim, en azin-
dan kullandigimiz “baslangi¢ dilimi” terimini tanimlayalim.
Once okurun sezgisine hitap edelim: Amacimiz iki iyisiral kii-
meyi, ilk elemanlarindan baglayarak ve gidebildigimiz kadar gi-
derek, birbiriyle eslestirmeye calismak. Ikisinden birinin digerin-
den daha o6nce titkenecegini umup titkeneni digerinin “baslangic
dilimine” gommek. Okur okumaya devam etsin, her sey zaman-
la arzulanan matematiksel agikliga kavusacak.

7.1. Baglangi¢ Dilimi

(X, <) bir iyisiralama olsun. I ¢ X bir altkiime olsun. Eger

her x, y € X igin,
y<xel
kosullar1 dogru oldugunda,
yel

oluyorsa, I’ya baglangi¢c dilimi (Ingilizcesi initial segment) ad
verilir. Ornegin X’in kendisi bir baslangic dilimidir. Daha il-
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ging ornekler: Her a € X i¢in,

{x e X:x<a}
ve

{x e X:x<a}
ktimeleri X’in birer baslangi¢ dilimleridir. Bunlardan baska da
baslangi¢ dilimi yoktur, yani eger bir baglangic dilimi X ten de-
gisikse, o zaman bu baslangi¢ dilimi, belli bir ¢ € X i¢in,

[xe X:x<a}
kiimesine esit olmalidir. Nitekim I < X bir baglangic dilimi ol-
sun. a, X \ I kiimesinin en kugiik elemani olsun. Elbette

(xeX:x<alcl
olur. Icindeligin diger istikametini kanitlayalim. x e I olsun.
Eger a < x ise, baslangi¢ diliminin tanimindan dolay1 a € I ol-
mali, ki bunun yanlis oldugunu biliyoruz. Demek ki x < a. Is-
tedigimizi kanitladik.
Eger I # X bir baslangi¢ dilimi ise, i+, X \ I kiimesinin en

I it X

kiigiik elemanini simgeleyecek. Yani i+, X’in I’nin bitin ele-
manlarindan daha biiyiik olan en kii¢iik elemanidir. Demek ki
I={xe X:x<it
Bu arada I U {i+} kiimesinin de bir baslangic dilimi olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. Eger baslangic dilimine | ya da K dersek,
bu elemanlar1 j+ ve k+ diye anacagz.
Bu buldugumuzu sik sik kullanacagiz; not edelim:

Onsav 7.1. X in bir baslangi¢ dilimi ya X e esittir ya da bir
ain X icin {x € X : x < a} biciminde bir kiimedir.

Sonug 7.2. Eger I ve |, X’in birer baslangi¢ kiimesiyse, ya
Ic]yada]cl

Kanit: Eger I ya da J, X ise, sorun yok. Boyle olmadigini
varsayalim. Eger i+ < j+ ise I < J, aksi halde | c I ]
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Asagidaki sonug da yukardakinden ¢ikar ama biz ¢esni ol-
sun diye baska bir kanit verecegiz.

Onsav 7.3. @, elemanlart X’in bazi baslangi¢ dilimlerinden
olusan bir kiime olsun. O zaman L @, yani \J; ., I bir baslan-
gi¢ dilimidir.

Kamit: x € U, [ ve y < x olsun. Demek ki bir I € ¢ icin
x € I. Ama [ bir baslangi¢ dilimi. Demek ki y € I. Dolayisiyla
yeUUre, L. []

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda X iyisirali bir kiimeyi simgeleyecek.

7.1.1. Eger I ve ], X’in birer baslangi¢ dilimiyse, ya [ < ] ya
da J ¢ I oldugunu kanitlayin.

7.1.2. g, her elemani X’in bir baslangi¢ dilimi olan bir kii-
me olsun. O zaman M g kiimesinin, yani M , I kiimesinin de
X’in bir baslangic dilimi oldugunu kanitlayin.

7.1.3. Y iyisirali kiime olsun. f : X — Y, X’ten Y’nin bir
baslangic dilimine giden bir esyap1 fonksiyonu olsun. I < X bir
baslangi¢ dilimiyse, f(I)’nin Y’nin de bir baslangi¢ dilimi oldu-
gunu gosterin.

7.1.4. p # I, her eleman1 X’in bir baslangi¢c dilimi olan bir
kiime olsun. ’nin en kiigik bir elemani oldugunu kanitlayin;
yani 6yle bir I € p elemaninin varligini kanitlayin ki, her | €
icin I < J olsun.

7.1.5. X’in en biyiik elemaninin olmadigini varsayalim. g,
X’in X’e esit olmayan baslangi¢ dilimlerinin kiimesi olsun.
Ul o I = X esitligini kanitlayim.

7.1.6. A, X’in bir altkiimesi olsun.

I(A) = {x € X : x, A’nin bir elemanindan kii¢ukesit}
olsun. I(A)’nin bir baslangic dilimi oldugunu kanitlayin.
I(A)’nin A’y1 iceren baslangi¢ dilimlerinin en kiicigii oldugunu
kanitlayin. I(A)’nin X’in A’y1 iceren tum baslangi¢ dilimlerinin
kesisimi oldugunu kanitlayin.)
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70.7. ] = U, L olsun. {i* : [ € g} kiimesiyle j* elemani
arasinda nasil bir iligki vardir?

7.1.8. I ¢ Y ¢ X olsun ve I, hem X’in hem de Y’nin bas-
langi¢ dilimi olsun. i+ elemani X’te ve Y’de farkli elemanlar
olabilir. Aslinda, i+ yerine i*(X) ve i+(Y) yazmak gerekir. i+(X)
< #(Y) esitsizligini kanitlayim.

7.2. Gomme Teoremi (1)

Bolimiin baginda tanimladigimiz x,, ve y, elemanlarini
animsayalim. Eger X ve Y’den biri sadece bu x,, ve y,, eleman-
larindan olusmussa, o zaman, bu elemanlardan olusandan
(asagidaki resimde X’ten) digerinin baslangi¢ dilimine giden
bir egyap1 fonksiyonu vardir.

Eger hem X’te hem de Y’de eleman kalmuissa, x,, ve y,, ka-
lan elemanlarin en kii¢iigii olsun.

Bunu boylecene siirdiirebiliriz ve X ya da Y’nin elemanla-
rin1 bir zaman sonra tuketebiliriz. Boylece, once tiikeneni dige-
rinin bir baglangi¢ dilimine gomebiliriz... gibi bir hisse kapila-
bilir insan ilk anda ama ikinci anda bundan matematiksel ola-
rak heniiz emin olamayacagimizi anlariz...

Yukardaki akil yuriitmenin beyne degil hislere hitap ettigi-
nin farkina vardiniz mi? Matematikte “bunu boylecene siirdii-
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rebiliriz” diye bir tiimce yazilamaz, boyle bir tiimce ancak ede-
biyat sinifina girebilir. Oysa burada matematik yapilmaktadir.

Bu boliimde yukardaki edebiyati matematige doniistiirerek
su teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 7.4. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. O zaman
ikisinden birinden digerinin bir baslangi¢c dilimine giden bir es-
yapt fonksiyonu vardir ve bu baslangic dilimi ve esyapi fonksi-
yonu birer tanedir. Ayrica her ikisinden de digerinin baslangic
dilimine giden esyapi fonksiyonlari varsa, bu esyap: fonksiyon-
lart esyapi eslemeleri (izomorfizma) olmak zorundadir.

Teoremi soyle yazmayi tercih ediyoruz:

Teorem 7.4'. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. O zaman
ikisinden biri digerinin baslangi¢c dilimine gomiiliir. Ayrica ber
ikisi de digerinin baslangi¢ dilimine gomiiliiyorsa, bu gomme-
ler esyapt eslemeleri (izomorfizma) olmak zorundadirlar.

Matematiksel tanimi verelim ki sonradan maraza ¢ikmasin.
(X, <) ve (Y, <) birer iyisiralama olsun. f : X — Y siralamay1
koruyan bir fonksiyon olsun, yani x; < x, i¢in f(x;) < f(x,) ol-

F /77,

X’in Y’nin bir baglangi¢ dilimine gomulusu

sun. Bir de ayrica f(X)’in Y’nin bir baslangi¢c dilimi oldugunu
varsayalim. O zaman f’nin X’in Y’nin bir baslangi¢ dilimine
gomiiliisii oldugunu ya da f’nin X’i Y’nin bir baslangi¢ dilimi-
ne gomdiigiinii ya da X’in Y’nin baglangi¢ dilimine gomiildii-
giinii soyleyecegiz.

Teoremi kanitlamak biraz zaman alacak. Iyisiralamalarda tii-
mevarimla kanit ilkesini sik sik kullanacagiz. (Bkz. Teorem 6.3.)
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Bundan boyle X ve Y, iyisiralanmis birer kiime simgeleye-
cekler.

Bir sonraki 6nsavin tiimevarimda nasil kullanilacagini gor-
mek i¢in kahin olmaya gerek yok.

Onsav 7.5. f, X’in Y’ nin bir baslangi¢ dilimine bir gomii-
liisii olsun. 1, X’ in bir baglangi¢ dilimi olsun.

i. O zaman f(I), Y’nin bir baslangi¢ dilimidir, yani f’nin
I’ya kisitlanisi olan f; fonksiyonu I’nin Y’nin bir baslangi¢ di-
limine gomiiliisiidiir.

il. Eger I # X ve | = f(I) ise, f(i*) = j* olur.

Kanit: i. y; € f(I) ve y, < y; olsun. y,’nin f(I)’da oldugunu

kanitlayacagiz.
Madem ki y; € f(I), f(xq) = y; esitligini saglayan bir x; e [
vardir.
x] I
. X
/
— % Y
b Vi = f(x1)

y1 € f(X) ve f(X) bir baslangic dilimi oldugundan, y,’den
kiigiik olan y, de f(X)’in bir elemanidir. f(x,) = y, esitligini
saglayan bir x, € X elemani alalim.

f(x2) =32 <y1 = flxq)
oldugundan, x, < x; olmali. Ama x; € I. Demek ki x, € I ve
y2 = flxy) € f(I).

ii. 7+, I’nin biitiin elemanlarindan daha biiyik oldugundan,
f(i*), f(I)’nin butin elemanlarindan daha buytk olmali. Demek
ki j+ < f(i*). Dolayisiyla (f(X) bir baslangic dilimi oldugundan) j+
e f(X) ve bir x € X i¢in, f(x) = j+ olmali. f(x) =j+ < f(i+) oldu-

I
X

Al'+
V -’
a
° Y
— A

J) /
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gundan, x < i+ olmali.. Eger x < i* ise, 0 zaman x € I ve f(x) e
f(I) olur ki bu da f(x) = j+ ¢ f(I) ile gelisir. Demek ki x = i+. [

Onsav 7.6. X ten Y nin bir baslangi¢ dilimine en fazla bir
gomme vardir.

Kanit: f ve g, X ten Y’nin bir baslangi¢ dilimine giden iki
gomme olsun. Her x € X icin f(x) = g(x) esitligini kanitlayaca-
g1z. Demek ki,

A={xeX: flx)=glx)}
tanimini yaparsak, A’nin X’e esit oldugunu kanitlamamiz gere-
kiyor. Tumevarimla kanit ilkesini kullanacagiz.

x € Xolsunve I = {y € X : y < x} kiimesinin A’nin bir alt-
kiimesi oldugunu varsayalim. Eger x’in de A’da oldugunu ka-
nitlarsak, timevarim ilkesine gore A’nin X’e esit oldugunu ka-
nitlamig olacagiz ve 6nsavimiz kanitlanmig olacak.

Ama x = i+ ve Onsav 7.5.ii’ye gore, f(I) = ] = g(I) = K ise,

f(x) = F(i*) = j* = k* = gli*) = glx).
Demek ki x € A. ]

Yukardaki 6nsava gore X’in bir baglangi¢ diliminden Y’nin
bir baslangi¢ dilimine en fazla bir tane gomme vardir. Nitekim
eger I, X’in bir baslangic dilimiyse, Onsav 7.6’y1 X yerine I’ya
uygulayabiliriz.

Sonug 7.7. Ozdeslik fonksiyonu 1d, X ten X’in bir baslan-
gi¢ dilimine giden bir gémmedir. Onsav 7.6’dan dolay: X ten
X’in bir baslangi¢c dilimine giden baska da boyle bir gomme
yoktur. O

Teoremin Birinci Yarisinin Kaniti: ¢, Y’nin bir baslangi¢
dilimine gomilen X’in baglangic dilimleri kiimesi olsun. Yani,
@ ={I1c X: I, X’in baslangi¢ dilimi ve I’dan Y’nin bir baslan-
gic dilimine giden bir gomme var} olsun.
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Onsav 7.6ya gore, eger I € ¢ ise, I’”dan Y’nin bir baslan-
gic kiimesine giden sadece bir tane gomme vardir. Bu gomme-
ye f;adm verelim.

Eger I ve ], X’in iki baslangic dilimiyse, Sonug¢ 7.2’ye gore
yalc Jyada]c I Diyelim I ¢ J. $imdi, f; gommesi J’den
Y’ye gidiyor, ve I ¢ ] oldugundan, f; fonksiyonunu I’ da deger-
lendirebiliriz. Onsav 7.5’e gore f (1) de Y’nin bir baslangic di-

Y

limidir ve f}; da f; gibi, I’dan Y’nin bir baslangi¢ dilimine gi-
den bir gommedir. Onsav 7.6’ya gore,

f = fr-
Demek ki, her x e I igin, f(x) = f;(x) = f;(x).

Simdi Z = up = U, I olsun. Z’nin ’de oldugunu ka-
nitlayacagiz. Bu da Z’nin @’nin en biiyiikk elemani oldugunu
gosterecek, clinkii ne de olsa Z, @’nin elemanlarinin bilesimi.
Yani Z, Y’nin bir baslangi¢ dilimine gomiilen X’in en buyik
baslangi¢ dilimi olacak.

Onsav 7.3’ gore Z, X’in bir baslangi¢c dilimidir. Z’den
Y’ye giden bir f fonksiyonu tanimlayacagiz. x € Z olsun. O za-
man bir [ € g icin x € I. Simdi f(x)’i f;(x) olarak tanimlaya-
lim. Bu tanim “yasal”dir ¢tinki, I yerine, x’in icinde bulundu-
gu bir bagka | € @ baslangic dilimi se¢seydik, bir iistteki pa-
ragrafta yaptiklarimizdan dolayr fi(x) = f)(x) olurdu. Yani
f(x)’in tanimu, segilen I baglangi¢ diliminden bagimsizdir, yeter
ki x, I’da olsun. Bu da tanimin yasal oldugunu gosterir.
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Simdi f’nin siralamaya saygi duyan bir fonksiyon oldugunu
kanitlayacagim. Bunun kaniti oldukg¢a kolay. y < x € Z olsun.
Demek ki bir I € @ i¢in x € I. O zaman y de I’da. Demek ki,

) = F109) < folx) = fx).
Boylece f’nin siralamaya saygi duydugunu kanitlamis olduk.

Onsav 7.3’ten dolay1 f(Z)’nin Y’nin bir baslangic dilimi ol-
dugunu biliyoruz. Demek ki f, Z’den Y’nin bir baglangic dili-
mine bir gomme. Dolayisiyla Z € @ ve Z, @’nin en biiytik ele-
mani. Durum soyle:

lf [(Z)

Y

Eger Z = X ise isimiz bitmistir, ¢linkii 0 zaman X, Y’nin bir
baslangic dilimine gomiiliir.

Eger f(Z) = Y ise de isimiz bitmistir, ¢clinkii o zaman Y, f-1
sayesinde X’in bir baslangic dilimine (Z’ye) gomulir.

Z
A
> () -

Simdi Z # X ve f(Z) # Y varsayimlarini yapalim. Bir ¢elis-

X

Y

ki elde edecegiz. T = f(Z) olsun. Bu durumda z* ve #+ eleman-
lar1 vardir. Simdi X’in Z U {z*} baslangic kiimesinden Y’nin
f(2) U )

baslangic kiimesine giden ve siralamay1 koruyan bir fonksiyon
bulabiliriz. Bunun i¢in, Z tizerine tanimli olan f’yi z+ elemani-
ni #+ elemanina gotiirecek bicimde genisletmek yeterli. Ama o
zaman da Z U {z*} € @ olur. Bu da Z’nin @ ’nin en biyiik ela-
mani olmasiyla celisir. O]
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Teoremin Ikinci Yarisinin Kaniti: £, X ten Y’nin bir baslan-
gi¢ dilimine giden bir gomme olsun. g, Y’den X’in bir baglangic

[ s -
e

dilimine giden bir gomme olsun. O zaman, g o f, X ten X’in bir

baslangic dilimine giden bir gdmmedir. Onsav 7.6’ya gore
ge f=Idx.

Demek ki her x € X icin g(f(x)) = x. Dolayisiyla g 6rtendir, yani
bir esyap1 eslemesidir. (g’nin birebir oldugunu zaten biliyoruz.)

Eger f orten degilse, 0 zaman Y’de her x € X i¢in, f(x) < u
esitsizligini saglayan bir # elemani vardir. Bu esitsizligin her iki
tarafina da g’yi uygularsak, her x € X icin, x = g(f(x)) < g(u),
yani

x < g(u)

olur. Bu esitlikte eger x = g(u) alirsak, ki g orten oldugundan
bunu yapabiliriz, bir celigski elde ederiz. Demek ki f de orten-
dir, yani f de bir esyap1 eslemesidir. ]

Yukardaki teoremin kanitindan asagidaki sonug cikar:

Kanitin Sonucu 7.8. X ve Y birer iyisiralama olsun. O za-
man, Y’ nin bir baglangi¢ dilimine gomiilen X’ in bir en biiyiik
Z baslangi¢ dilimi vardir ve bir tanedir. Ayrica eger Z # X ise
bu gomme orten olmak durumundadir, yani Z ~ Y’ dir.

V4
X

lfﬂa=y
v

Kanit: Nitekim kanitta bulunan X’in Z altkiimesi tam bu
baslangi¢ dilimidir. [l
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7.3. Gomme Teoremi (2)
Yukarda iyisirali kiimeleri birbirine gomdiik. Burada iyisi-
rali bir kiimenin heraltkiimesini iyisirali kiimenin bir baslangi¢
dilimine gomecegiz.

Teorem 7.9. Iyistrali bir X kiimesinin ber altkiimesi (iyisira-
l1 bir kiime olarak) X’in tek bir baslangi¢ dilimine ve tek bir bi-
cimde gomiiliir.

Teoremin Tartismasi. Gommenin biricikligi Teorem
7.4’ten ¢ikar ama gommenin varligi ayni teoremden ¢ikmaz.

Iyisirali kiime X olsun, altkiimesi de Y olsun. Asagidaki se-
kilden de goriilecegi tizere X’in Y altkiimesini sola kaydiraca-
g1z. Sorun, bu “sola kaydirma”y1 matematikge ifade edip teore-
mi kanitlamak. Ve aslinda teoremi kanitlamakta karsilasilan

N 0 x
L
N Y, X

Teorem, solda her zaman Y i¢in yeterince yer oldugunu soy-

tek sorun bu.

luyor. Yani arka kapidan binilen bir otobiiste, ayaktaki yolcu-
lar 6n kapiya dogru ilerleyip yanyana durabilirler, yolcular 6n
kapiya dogru ilerlediklerinde arkada yer acilir, otobiiste yer
kalmamasi diye bir sorun yasanmaz, yolcu sayisi sonsuz, hatta
¢ok cok sonsuz bile olsa...

Engin deneyimime gore birinci sinif matematik 6grencileri
burada neyin kanitlanmasi gerektigini anlayamiyorlar. “Elbet-
te Y’nin elemanlarini sola dogru itekleyebiliriz” diyorlar. Belki
Y sonluysa ‘elbette’ de, Y sonsuz oldugunda “elbette” kaniti
hafif kacabilir. Ayrica, bariz bile olsa, matematikte her seyin
kanitlanmasi gerekir.
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Bir derste iki saatimi bu “itelemenin” hi¢ de bariz olmadi-
gini, burada bir seylerin kanitlamasi gerektiginin anlagilmasina
harcadigimi animsiyorum. Ogrencilerden israrla “sola kaydir-
may1” matematikgeye ¢evirmelerini istedim. Sonunda buldular.
“Sola kaydirmak” demek “f gommesi artmayan bir fonksiyon-
dur” demektir, yani her y € Y igin f(y) <y esitsizligi gecerlidir
demektir. “Y’yi sola kaydirmak” edebiyattir, oysa

“her y € Yigin f(y) <y”
matematiktir. (Bkz. asagidaki kanittaki Arasav.)

Ogretmen arkadaslarima yukardaki asamayi 1srarla 6gren-
cilere atlatmalarini 6neririm. Bu alistirma matematigin ne ol-
dugunu 6gretme konusunda son derece faydalidir.

Teorem 7.9’un Kaniti: X’in altkiimesine Y diyelim. Y de iyi-
sirali bir altkiimedir (iyisiralamayr X’ten miras almistir.) Yu-
karda kanitladigimiz teoreme gore ya X, Y’nin ya da Y, X’in
bir basglangi¢ dilimine gomiiliir. Dolayisiyla eger X, Y’nin bag-
langi¢ dilimine gomiillmiiyorsa o zaman teoremimiz kanitlan-
mistir. Ama ne yazik ki X bazen Y’nin baslangi¢ dilimine go-
miilebilir. Ornek: X = N ve Y = N\ {0} ise, f(x) = x + 1 fonksi-
yonu X’i Y’ye (ki Y, Y’nin bir baslangi¢ dilimidir) gémer. Do-
layisiyla bu kanit denemesi fiyaskoyla sonuglanir.

Bir baska yol bulmaliyiz.

Biraz once ¢ikardigimiz sonucu (Sonug 7.8’1) kullanacagiz.
O sonucta X ile Y’nin yerlerini degistirelim. O zaman X’in bir
baslangic dilimine gémiilen Y’nin en biiyiik bir baglangi¢ dilimi
vardir. Bu baslangi¢ dilimine Z diyelim. Z’nin Y’ye esit oldu-
gunu kanitlamak istiyoruz.

Z Y
S—— %"V X
/_\fr‘\/
X

7
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Z’yi X’in baslangi¢ dilimine gomen gommeye f diyelim.
Z’nin Y’ye esit olmadigini varsayip bir celigki elde etmeye ¢alisa-
lim. Eger Z # Y ise, o zaman Sonug 7.8’e gore f(Z) = X olmali.
(Kaniti animsaymn: Yoksa f’yi bir adim daha genisleterek Z’den
daha biiyiik bir baslangi¢ dilimi bulabiliriz ve bu bir ¢eligki olur.)

Arasav. Her 2 € Z i¢cin f(z) < z.
Savin Kaniti: Savi timevarimla kanitlayacagiz.
A={zeZ: f(z) <z}
olsun. A’nin Z’ye esit oldugunu timevarimla kanitlayacagiz. Bir
2y € Z i¢in, Z’nin zy’dan kigik elemanlarinin A’da olduklarini
varsay1p, 2, elemanmim A’da oldugunu kanitlayalim. Yani
I={zeZ:z<z))cA

varsayiminda bulunup z, € A iliskisini kanitlayalim. Ama 7+ =
i+(Z) = z, ve Onsav 7.5.ii’ye gore, | = f(I) ise,
_. f(zo) = f(i*) = jo.
Ote yandan her z € I < A igin, f(z) £ 2 < zp. Demek ki z,
f(I)’nin her elemanindan daha biiytk, yani j+ < z,. Bundan da
f(zo) = f(i*) = j* £ 2 cikar. Arasavimiz kanitlanmistir.

Simdi teoremin kanitinin sonunu getirebiliriz. Eger Z # Y ise,
o zaman Y \ Z bogkiime degildir. Y\ Z kiimesinden bir y elema-
ni alalim. O zaman, her z € Z i¢in, f(z) < z < y. Dolayisiyla y,
f(Z)de degil. Demek ki f(Z) # X ve bu, Sonu¢ 7.8’le celisir. [

Sonug 7.10. Eger bir X iyisiralamasmdan bir Y iyiswralamasi-
na giden siralamayi koruyan bir fonksiyon varsa, o zaman X’ten
Y’nin bir baslangi¢c dilimine giden bir (ve bir tek) gomme vardir.
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Hepsinin resmini yapamayiz (yeterince yer ve zaman

D ort elemanh ve iyisirali ¢ok kiime vardir. Tam 24 tane.

yok!) ama birkacinin resmini yanda yaptik. b e d
a 4

Resimde bes tane iyisirali (ya da tamsirali, aymi sey) ———

dort elemanli kiime goriiyorsunuz. Elemanlarin sol- ._.C_‘.z_.b_

dan saga dogru siralandigini varsayiyoruz: Kuguikler 0 1 2 3
e e o X} o

solda, buyiikler sagda. Ornegin sonuncusunda 5<0 5 6 9 15

———

507

ki. Dort elemanli her tamsirali kiimenin elemanlari- =+

< 7 < m, dogal siralamadan farkli bir siralama belli

n1 kiigukten biiyiige dogru,
X < X1 <Xy < X3
olarak dizebiliriz. Dolayisiyla 4 elemanl her tamsirali kiime,
0<1<2<3
olarak tamsiralanmus {0, 1, 2, 3} kiimesine benzer. Dért eleman-
Ii ¢ok iyisirali kiime var ama hepsi birbirine benzer. Bunlarin
hepsi “esyapisal”dir.

8.1. Egyapisallik
X ve Y tamsiralanmis iki kiime olsun. Her iki siralamayi da
< simgesiyle gosterelim. Aslinda X’in siralamasini <y ile Y’nin
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siralamasini <y ile gostermek gerekiyor, ¢iinkii, 6rnegin X, Y’ye
esit bile olsa tizerlerindeki siralamalar farkl olabilir. Eger bir
f: X > Y fonksiyonu,

her x4, x, € X i¢in, x1 < x; < f(xq) < f(x3)
ozelligini sagliyorsa, f’ye esyapr fonksiyonu ya da morfizma adi
verilir. Yani esyapi fonksiyonlari elemanlarin siralamalarini de-
gistirmezler, matematiksel deyimle “siralamaya saygi duyarlar”.

Bir egyapi fonksiyonu birebir olmak zorundadir, ¢tinkii
eger f(xq) = f(x,) ise ne x; < x, olabilir ne de x, < x{, demek
ki x, = x4 olmak zorundadir. Bu ylizden esyapi fonksiyonlarina
gomme de denir. Eger f ayrica ortense, f’ye esyap: eslemesi ya
da izomorfizma denir. Bu durumda tamsirali X ve Y kiimeleri-
ne esyapisal tamswralamalar ya da izomorfik denir ve X ~ Y ya-
zilir.

Esyapisalligin ortaya ¢ikarmaya ¢alistigi sey su: Eger X = Y
ise, X ve Y tamsiralamalari arasinda elemanlarinin adlar1 digin-
da hicbir fark yoktur.

Eger 7 bir dogal sayiysa 7 elemanli tiim tamsiralamalar bir-
birine esyapisaldir. Nitekim, X ve Y, n# elemanl iki tamsirala-
ma olsunlar. X ve Y’nin elemanlarimi kiiciikten biiytige dogru

X< X{ < e <X, q
ve

Yo<¥Y1 <. <Vu1
olarak tamsiralayalim. Simdi f(x;) = y; olarak tanimlanmig f
fonksiyonu X’le Y arasinda bir egyap1 eslemesidir.

Sonsuz tamsiralamalar ¢ok degisik olabilirler ama. Ornegin,
dogal siralanmig N, Z, Q ve R kiimeleri birbirinden degisiktirler,
yani aralarinda esyapi eslemesi olamaz. Ac¢iklayalim: Dogal sira-
lanmis N kiimesi bir iyisiralamadir, 6rnegin N’nin bir en kiiciik
elemani vardir: 0. Ote yandan digerlerinin en kiiciik elemani yok-
tur. Demek ki N digerlerinden biriyle (dogal siralama altinda) eg-
yapisal olamaz. Q ise yogun bir siralamadir, yani herhangi iki ele-
mani arasinda bir eleman vardir. N ve Z yogun olmadiklarindan
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bu 6zellik Q’yii N ve Z’den ayristirir. Ayni nedenden R ile N ya
da Z egyapisal olamaz. R ile Q arasindaki ayrimi gormek igin si-
ralamalar diinyasindan ¢ikmamiz lazim. Dogal siralanmis R ile Q
kiimeleri arasinda siralama bakimindan “pek” bir ayrim yoktur.
(“Pek bir ayrim yoktur” tiimcesine matematiksel bir anlam veri-
lebilir ama konumuz bu degil; okur bu tiimceyi hafife alarak oku-
sun.) R ile Q sirali kiimeleri arasindaki ayrim siralamadan degil
“eleman sayisindan” kaynaklanir: Q sayilabilir sonsuzluktadir,
ama R sayilabilir sonsuzlukta degildir, dolayisiyla R ile Q kiime-
leri arasinda, birakin bir esyap1 eslemesini, esleme bile yoktur!
Simdi esyap1 fonksiyonlarinin ve esyapisallhigin birkag 6zel-
ligini gorelim.
E1l. Eger X, Y ve Z tamsiral ti¢ kiimeyse ve
f:X>Yveg:Y>Z
birer esyap1 eslemesiyse (fonksiyonuysa), o zaman
gof: X>Z
bir esyap1 eslemesidir (fonksiyonudur) elbette. Sonug: X = Y ve
Y~ Zise X~ Z olur.
E2. Eger X ve Y tamsirali iki kiimeyse ve
f:X->Y
bir esyapi eslemesiyse , o zaman
1. Y>> X
bir esyap1 eslemesidir. Bunun kaniti kolaydir ve okura birakil-
mustir. Sonug: X ~ Yise Y ~ X olur.
E3. Eger X tamsirali bir kiimeyse, Idy(x) = x olarak tanim-
lanmus,
Idy: X > X
ozdeslik fonksiyonu bir esyapi eslemesidir. Sonug: X ~ X’tir.
Bu ti¢ 6zelligi daha simgesel bir yaziyla yazalim:
El.X=Yve Y Zise X = Z.
E2. X~ Yise Y=~ X.
E3. X = X’tir.
Gortildugn tizere tamsirali kiimeler arasinda tamimladigimiz ~
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iligkisi sanki esitlikmis gibi davraniyor. Ama esitlik olmadig: gi-
bi, denklik iligkisi bile degildir ¢linkii tamsirali kiimelerden olu-
san bir kime yoktur. Birazdan, iyisirali kiimeler arasinda, tam-
siralama gibi davranan bir ¥ iligkisi bulacagiz. (Acele davranip
tanimi hemen verelim: X’ten Y’ye giden bir esyap1 fonksiyonu
varsa, bunu X < Y olarak gosterecegiz.)

Tamsiralanmis bir kiimeden gene kendisine giden egyapi es-
lemelerine esyap: eslesmesi ya da otomorfizma adi verilir. Or-
negin Idy her zaman bir egyap1 eslesmesidir.

X’in egyapi eslesmeleri kiimesi Aut X olarak yazilir. Yukar-
daki ti¢ ozellikten sunlar ¢ikar:

1. f,g € Aut Xise f o g € Aut X.

2. f € Aut X ise f~1 € Aut X.

3. Idy € Aut X.

Bir tamsiralamanin tiim egyap1 eslemelerini bulmak, o tam-
siralamayi1 iyice anlamak demektir. Birka¢ 6rnek verelim:

Ornek 1. X, tamsiralanmis sonlu bir kiimeyse, Aut X = {Idy]}.

Ornek 2. Aut N = {Idy}.

Ornek 3. Daha genel olarak, eger X iyisiralanmis bir kii-
meyse, Onsav 7.6’ya gore Aut X = {Idy]} olur.

Omek 4. Aut Z ={f,: Z > Z:a e 7 ve f,(x) =x + a).

Ornek 5. Aut Q ¢ok daha karmagik bir kiimedir. Eger a, b
€ Qvea->0ise,

fa,b(x) =ax+b
kuraliyla tanimlanmis f,;, : @ - Q fonksiyonlarmin herbiri
Q’niin bir egyap1 eslesmesidir. Ama Q’niin ¢ok daha fazla eg-
yapi eslesmesi vardir. Ornegin,

x egerx ¢ (0,1) ise

fx) =y 2x
x+1

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon bir esyap1 eslemesidir. (Heniiz
islemedigimiz kardinal sayilar: bilenler i¢in: Q’niin esyapr esle-
mesi sayisi olabilecek en yiiksek sayida, yani 2o tanedir.)

eger x €(0,1) ise
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Aligtirmalar
1. Tum bir elemanli kiimeleri iceren bir kiimenin olamaya-
cagimm kanitlayimn. (Ipucu: Aksi halde tiim kiimeler kiimesi olur-
du!) Bundan, tim tamsirali ya da iyisirali kiimeleri iceren bir
kiimenin olamayacagini ¢ikarin.
2. Eger X ve Y iyisirali kiimelerse, X’le Y arasinda en fazla
bir tane esyapi eslemesi olabilir.

8.2. lyisiralamalar1 Birbirine Gommek

X ve Y iki iyisirali kiime olsun. X’ten Y’ye giden bir esyap1
fonksiyonu varsa (ki bunlara gomme dedik), Sonu¢ 7.10’a go-
re X’ten Y’nin bir baslangi¢ dilimine giden bir ve bir tane gom-
me vardir.

Eger X iyisiralamasi Y iyisiralamasinin i¢ine gomiiliiyorsa,
bunu X < Y olarak gosterelim. Her X, Y, Z iyisiralamasi igin,

E4. X < X,

ES. X< YveY<xZise X< Z,

E6.X<YveY< Xise XrY
olur.

Bunlardan ilk ikisini zaten biliyorduk. Ugiinciisii Sonug
7.7°den dolay1 dogru.

E4, ES, E6’ya dikkat ederseniz, bunlar, < iligkisinin iyisirali
kiimeler tizerinde bir tiir siralama oldugunu soyliyor.

Teorem 7.4’4n birinci kismi, < iligkisinin iyisirali kiimeleri
tamsiraladigini soyliiyor: Her X ve Y iyisiralamasi igin,

E7.YaX < YyadaY< X.



