
5. Eski ‹yis›ralamalardan
Yeni ‹yis›ralamalar Türetmek

Bu bölümde eski iyis›ralamalardan yenilerini elde etmeyi ö¤-

renece¤iz. Basitten zora do¤ru gidece¤iz.

5.1. ‹yis›ralaman›n Sonuna Bir Eleman Eklemek. Bu altbö-

lümde, bir iyis›ralaman›n “en sonuna” yeni bir eleman ekleye-

ce¤iz.

(X, <) bir iyis›ralama olsun. s, X ’te olmayan bir eleman ol-

sun. X’teki s›ralamay› koruyarak ama s’yi X’in her eleman›n-

dan büyük yaparak X  {s} kümesini s›ralayabiliriz. X  {s}

kümesi üzerine kurulan ve  olarak simgeleyece¤imiz bu yeni

s›ralama biçimsel olarak flöyle tan›mlan›r: x, y ! X  {s} için,

x  y ancak ve ancak

1) x, y ! X ve x < y ise ya da

2) x ! X ve y = s ise.

Bu s›ralama da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A, X  {s} kümesi-

nin bofl olmayan bir altkümesi olsun. E¤er A " X # $ ise, o za-

eski iyis›ralama

yeni iyis›ralamada eski yenis›ralaman›n
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yeni eleman
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man A " X kümesinin < s›ralamas›na göre en küçük eleman›

A’n›n  s›ralamas›na göre en küçük eleman›d›r. Öte yandan

e¤er A " X = $ ise o zaman A = {s} olmak zorundad›r ve s el-

bette bu durumda A’n›n en küçük eleman›d›r.

5.2. ‹ki ‹yis›ralamay› Toplamak. Bu altbölümde bir iyis›ra-

lamay› bir baflka iyis›ralaman›n “sonuna” ekleyerek bir önceki

paragraftaki yöntemi genellefltirece¤iz ve yeni bir iyis›ralama

elde edece¤iz. Bölüm 2.2.4’te bu yöntemden sözetmifltik.

(X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. fiimdilik X ve Y kü-

melerinin ayr›k olduklar›n› (yani kesiflmediklerini) varsayal›m.

X  Y kümesi üzerine, X + Y ad›n› verece¤imiz bir s›ralama ta-

n›mlayaca¤›z. X  Y kümesini, X ve Y’nin s›ralamalar›n› koru-

yarak, ama Y’nin elemanlar›n› X’in elemanlar›ndan daha bü-

yük olduklar›na hükmederek s›ralayal›m. Biçimsel tan›m flöyle:

u, v ! X  Y için, u  v ancak ve ancak

1) u, v ! X ve u < v ise ya da

2) u, v ! Y ve u < v ise ya da

3) u ! X ve v ! Y ise.

X + Y s›ralamas›n›n resmi afla¤›da.

Bu da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A, X  Y kümesinin bofl

olmayan bir altkümesi olsun. E¤er A’n›n X’le kesiflimi bofl de-

¤ilse, o zaman A " X altkümesinin X s›ralamas›na göre en kü-
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çük eleman› A’n›n en küçük eleman›d›r. E¤er A’n›n X ’le kesi-

flimi boflsa, o zaman A, Y ’nin bofl olmayan bir altkümesidir ve

A’n›n Y s›ralamas›ndaki en küçük eleman› A’n›n X + Y ’nin s›-

ralamas›ndaki en küçük eleman›d›r.

E¤er X ve Y kümeleri kesifliyorsa, o zaman X yerine X % {0},

Y yerine Y % {1} alal›m ve X ve Y ’nin verilen s›ralamalar›n› s›ra-

s›yla X % {0} ve Y % {1} kümelerinin üstüne tafl›yal›m. Sonra bir

önceki paragrafta X ve Y ile yapt›¤›m›z› art›k ayr›k olan X % {0}

ve Y % {1} kümeleriyle yapal›m.

Bunu bir örnekle gösterelim. X ve Y bir sonraki flekildeki

gibi olsunlar.

Yani

X = {a < b < c < d < e}

ve

Y = {1 < b < 2 < 3 < e < 4}

olsun. Bu iki s›ralamay› flöyle yazal›m:

X % {0}: (a,0) < (b,0) < (c,0) < (d,0) < (e,0),

Y % {1}: (1,1) < (b,1) < (2,1) < (3,1) < (e,1) < (4,1).

Dikkat ederseniz X ’ten X % {0}’a geçerken X ’in s›ralamas›n›

koruduk. Ayn› özeni Y için de gösterdik. fiimdi, afla¤›daki fle-

kildeki gibi X % {0}’›n elemanlar›ndan hemen sonra Y % {1}’in

elemanlar›n› yazal›m.
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Matematikçi günlük kofluflturma içinde bu kadar çok özen

göstermez. X ve Y kesiflse bile X ve Y ’nin elemanlar›n› iki kez

yazar. Örne¤in, profesyonel matematikçi yukardaki örne¤i, 

olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b farkl› elemanlar-

d›r. E¤er çok bafl› s›k›fl›rsa, X + Y ’yi

olarak gösterir.

Örne¤in  +  iyis›ralamas›,  iyis›ralamas›n›n sonuna ay-

n› s›ralaman›n bir kopyas› konarak elde edilir. ‹flte resmi:

5.3. Alfabetik S›ralama ya da ‹ki ‹yis›ralamay› Çarpmak.

(X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. Bu paragrafta X % Y küme-

si üzerine Bölüm 2.2.6’da tan›mlad›¤›m›z alfabetik s›ralaman›n

bir iyis›ralama oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Alfabetik s›ralamay›

an›msatal›m: (x1, y1) ve (x2, y2) çiftleri X % Y kümesininin iki

eleman› olsun. E¤er

x1 < x2

ise ya da
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x1 = x2 ve y1 < y2

ise, (x1, y1)’in (x2, y2)’den daha küçük oldu¤u söylenir ve bu

(x1, y1) < (x2, y2)

olarak yaz›l›r. Bunun bir s›ralama oldu¤u çok belli. Bir iyis›ra-

lama oldu¤unu kan›tlayal›m. Afla¤›daki flekilden takip edin. U,

X % Y kümesininin bofl olmayan bir altkümesi olsun.

A = {x ! X : bir y ! Y için (x, y) ! U}

olsun. A, boflküme olamaz. Demek ki A’n›n bir en küçük ele-

man› vard›r. Bu elemana a diyelim.

B = {y ! Y : (a, y) ! U} = ({b} % Y) " U

olsun. a ! A oldu¤undan, B boflküme olamaz. Demek ki B’nin

de bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana b diyelim. b ! B

oldu¤undan, (a, b) ! U.

fiimdi (a, b)’nin U ’nun en küçük eleman› oldu¤unu kan›taya-

l›m. (x, y), U ’nun herhangi bir eleman› olsun. Demek ki x ! A.

Dolay›s›yla x ≥ a. E¤er x > a ise, elbette (a, b) < (x, y). E¤er x = a

ise, o zaman (a, y) = (x, y) in U oldu¤undan, y ! B. Demek ki 

y ≥ b. E¤er y > b ise, o zaman elbette (a, b) = (x, b) < (x, y). E¤er

y = b ise, o zaman (a, b) = (x, y). Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. 
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6. ‹yis›ralamalarda Tümevar›m

Do¤al say›lar kümesi  ’de tümevar›mla kan›t yapmas›n› bi-

liyoruz. An›msayal›m:

Olgu 6.1. [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 1]. A (  bir

altküme olsun. A’n›n flu iki özelli¤i oldu¤unu varsayal›m:

1) 0 ! A.

2) Her n do¤al say›s› için, n ! A ise o zaman n + 1 ! A.

Bu durumda A =  ’dir.

Bu teoremi do¤al say›lar› ve do¤al say›lar kümesi  ’yi tan›m-

lad›¤›m›z [S‹] ders notlar›nda kan›tlam›flt›k. Ayn› ders notlar›nda

bir tümevar›m ilkesi daha kan›tlam›flt›k:

Olgu 6.2. [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 2]. A (  bir

altküme olsun. X’in flu özelli¤i oldu¤unu varsayal›m:

Her n do¤al say›s› için, e¤er

{m !  : m < n} ( A

ise, o zaman n ! A.

Bu durumda A =  ’dir.



Bu teoremlerden en az›ndan biri olmadan do¤al say›lar

hakk›nda ele avuca s›¤an bir teorem kan›tlayamay›z. 

Birinci teorem do¤al say›larda toplamayla ilgili bir fley söy-

lüyor. ‹kinci teoremde ise toplama yerine sadece < eflitsizli¤i

var. Birinci teoremi olmasa da ikinci teoremi iyis›ralamalara

genellefltirebiliriz. En az›ndan ikinci teoremin ayn›s›n› iyis›rala-

malar için formüle edip kan›tlamaya çal›flabiliriz.

Birinci teorem de, yaz›ld›¤› biçimde de¤il ama buna yak›n

bir biçimde iyis›ralamalara genellefltirilebilir. Bunu daha sonra

ordinaller için yapaca¤›z.

Bu bölümün amac› ikinci tümevar›m ilkesini do¤al say›lar-

dan iyis›ralamalara genellefltirmek. 

Teorem 6.3. [‹yis›ralamalarda Tümevar›m ‹lkesi]. (X, <) bir

iyi s›ralama olsun. A ( X bir altküme olsun. A’n›n flu özelli¤i

oldu¤unu varsayal›m:

Her x ! X için, e¤er

{y ! X : y < x} ( A

ise, o zaman x ! A.

Bu durumda Y = X’dir.

Kan›t: Diyelim, A, X ’e eflit de¤il. O zaman X \ A kümesi

bofl de¤ildir. Dolay›s›yla X iyis›ralamas›n›n X \ A altkümesinin

bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana x diyelim. 

x, X \ A altkümesinin en küçük eleman› oldu¤undan, x’ten

küçük hiçbir eleman X \ A kümesinde olamaz, yani x’ten kü-

çük her eleman A’dad›r. Varsay›lan koflula göre x, A’da olma-

l›. Bir çeliflki elde ettik. Demek ki A, X ’e eflit olmal›. n

Görüldü¤ü gibi kan›t çok basit. Nas›l do¤al say›larla ilgili

en küçük bir gerçe¤i kan›tlamak için tümevar›m kullan›l›yorsa,

iyis›ralamalarda da en küçük bir fleyi kan›tlamak için tümeva-

r›m gerekir. ‹yis›ralamalarda tümevar›ms›z bir fley kan›tlana-

maz desek yeridir. Belki flu tuhaf teorem d›fl›nda...
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Teorem 6.4. ‹yis›ral› bir kümede sürekli azalan bir dizi yok-

tur. 

Kan›t: (X, <) iyis›ral› bir küme olsun. (xn)n, X’in sürekli

azalan bir dizisi olsun. Demek ki her n < m do¤al say›lar› için

xn, xm ! X ve e¤er n < m ise xm < xn. Bir çeliflki elde edece¤iz. 

A = {xn : n !  }

olsun. A’n›n bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana xn diye-

lim. Ama o zaman xn+1 ! A ve xn+1 < xn, bir çeliflki. n

Bir Uygulama. ‹yis›ralamalarda tümevar›mla kan›t tekni¤i-

nin bir uygulamas›n› görelim flimdi.

Altbölüm 5.1’de, bir iyis›ralaman›n sonuna yeni bir eleman

ekleyerek yeni bir iyis›ralama elde ettik. Yeni iyis›ralaman›n

resmi afla¤›daki gibi. 

E¤er X bir iyis›ralamaysa, X ’in sonuna bir eleman eklene-

rek elde edilen s›ralamaya X+ diyelim.

Bu bölümde X iyis›ralamas›yla X+ iyis›ralamas›n›n gerçek-

ten farkl› olduklar›n› kan›tlayaca¤›z. Daha matematiksel bir

deyiflle, aralar›nda bir eflyap› efllemesi olmad›¤›n› kan›tlayaca-

¤›z. Daha aç›k bir deyiflle, X+’dan X ’e giden ve s›ralamay› ko-

ruyan (yani artan) bir eflleme olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Kan›ta giriflmeden önce problemi biraz tart›flal›m. Diyelim

X+’dan X ’e giden ve s›ralamay› koruyan (yani mutlak artan) bir

eflleme var. Bu efllemeye ƒ diyelim ve ƒ’yi anlamaya çal›flal›m.
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Yukardaki flekilden takip edin. ƒ, X+ iyis›ralamas›n›n ilk

elemanlar›n› (ki bunlar X ’in de ilk elemanlar›d›r) gene kendile-

rine götürmeli, yani ƒ bafllang›çta her x’i gene kendisine götü-

ren özdefllik fonksiyonu olmal›. Örne¤in X+’n›n ilk eleman› (ki

bu X ’in ilk eleman›d›r) ƒ alt›nda gene X’in ilk eleman›na git-

meli, yoksa ƒ hiçbir zaman X ’in ilk eleman›na de¤emez ve do-

lay›s›yla örten olamaz. 

X’in ilk elemanlar›na flekildeki gibi xn dersek, ƒ(xn) = xn

eflitli¤i hemen hemen bariz olmal›. Yani sol tarafta asayifl ber-

kemal, her eleman ƒ alt›nda kendisine gidiyor.

Öte yandan, X+’n›n en son eleman›na, flekilde oldu¤u gibi, s

dersek, ƒ(s), X ’in en son eleman› olmal›, çünkü e¤er y ! X her-

hangi bir elemansa, belli bir x ! X+ için, y = ƒ(x) olur ve x ≤ s

oldu¤undan, y = ƒ(x) ≤ ƒ(s) olur.

fiimdi ƒ(s)’nin ƒ alt›nda gitti¤i eleman olan ƒ(ƒ(s))’ye, yani

ƒ2(s)’ye bakal›m. Bu eleman ƒ(s)’den hemen önceki eleman ol-

mal›, çünkü ƒ(s), s’den hemen önceki elemand›r. Ayn› neden-

den, ƒ2(s), ƒ(s)’den hemen önce gelen eleman oldu¤undan,

ƒ3(s), ƒ2(s)’den hemen önce gelen eleman olmal›. 

Görüldü¤ü gibi sol tarafta özdefllik fonksiyonu olan ƒ, sa¤

tarafta elemanlar› bir eksiltiyor... Ortalarda bir yerde sorun

ç›kmal›... Bir yerde ƒ eleman› kendisine mi götürmek, yoksa

eksiltmek mi gerekti¤ine birtürlü karar verememeli...

Yukardaki parlak fikir ne yaz›k ki matematiksel olarak befl

para etmez. “Ortalarda bir yer” diye bir yerden sözedilemez

matematikte.

Söyledi¤imizi kan›tlayaca¤›z ama tümevar›m kullanarak

kan›tlayaca¤›z. Tümevar›mla, her x ! X için ƒ(x) = x eflitli¤ini

kan›tlayaca¤›z. Böylece s’ye gidecek yer kalmayacak ve bir çe-

liflki elde edece¤iz.

A = {x ! X : ƒ(x) = x}

olsun. A’n›n X ’e eflit oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bunun için,

X ’ten herhangi bir x eleman› al›p,
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{y ! X : y < x} ( A

varsay›m›ndan yola ç›k›p x ! A iliflkisini kan›tlamal›y›z.

Demek ki x’ten küçük her eleman›n ƒ alt›nda kendisine git-

ti¤ini varsay›yoruz ve x’in de ƒ alt›nda kendisine gitti¤ini kan›t-

layaca¤›z.

ƒ(x) eleman›na bakal›m. Bu eleman›n nerede oldu¤unu an-

lamaya çal›flaca¤›z.

ƒ(x), x’ten küçük olamaz. Aksi takdirde ƒ(x) ! A, yani

ƒ(ƒ(x)) = ƒ(x) olurdu ve ƒ birebir oldu¤undan ƒ(x) = x olurdu,

bir çeliflki.

ƒ(x), x’ten büyük olamaz. Aksi takdirde X+’n›n hiçbir ele-

man› x’e de¤emezdi. Nitekim e¤er ƒ(y) = x ise, ƒ(y) = x < ƒ(x)

ve y < x olur. Ama o zaman da y ! A içindeli¤i ve x = ƒ(y) = y

< x eflitsizli¤i bize bekledi¤imiz çeliflkiyi verir.

Demek ki ƒ(x) = x.

Kan›tlad›¤›m›z› yazal›m.

Teorem 6.5. E¤er X bir iyis›ralamaysa, X ile X+ iyis›rala-

malr› eflyap›sal olamazlar.
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