5. Eski lyisiralamalardan
Yeni lyisiralamalar Tiiretmek

Bu boliimde eski iyisiralamalardan yenilerini elde etmeyi 68-
renecegiz. Basitten zora dogru gidecegiz.

5.1. lyisiralamanin Sonuna Bir Eleman Eklemek. Bu altbo-
lumde, bir iyisiralamanin “en sonuna” yeni bir eleman ekleye-
cegiz.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

yeni iyisiralamada eski yenisiralamanin
her elemanindan daha biiytik oldugu buyrulan
yeni eleman

(X, <) bir iyisiralama olsun. s, X te olmayan bir eleman ol-
sun. X’teki siralamayi koruyarak ama s’yi X’in her elemanin-
dan buyuk yaparak X U {s} kiimesini siralayabiliriz. X U {s}
ktimesi tizerine kurulan ve < olarak simgeleyecegimiz bu yeni
siralama bigimsel olarak soyle tanimlanir: x, y € X U {s} i¢in,
x < y ancak ve ancak

1) x,y € X ve x <yise yada

2)x € X vey=sise.
Bu siralama da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X U {s} kiimesi-
nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A N X = & ise, o za-
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X . >

man A N X kimesinin < siralamasina gore en kiigiik elemani
A’nin < siralamasina gore en kiigitk elemanidir. Ote yandan
eger AN X = Jise o zaman A = {s} olmak zorundadir ve s el-
bette bu durumda A’nin en kiiciik elemanidir.

5.2. Iki lyisiralamay1 Toplamak. Bu altbéliimde bir iyisira-
lamayi bir bagka iyisiralamanin “sonuna” ekleyerek bir 6nceki
paragraftaki yontemi genellestirecegiz ve yeni bir iyisiralama

elde edecegiz. Bolim 2.2.4’te bu yontemden sozetmistik.
yeni iyisiralama

birinci eski iyisiralama  ikinci eski iyisiralama

(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Simdilik X ve Y kii-
melerinin ayrik olduklarini (yani kesismediklerini) varsayalim.
X U Y kiimesi tizerine, X + Y adini verecegimiz bir siralama ta-
nimlayacagiz. X U Y kiimesini, X ve Y’nin siralamalarini koru-
yarak, ama Y’nin elemanlarint X’in elemanlarindan daha bu-
yiik olduklarina hitkmederek siralayalim. Bigimsel tanim soyle:
u,v e XU Yicin, u < v ancak ve ancak
1) u,ve Xveu<viseyada
2)u,ve Yveu<uviseyada
3)ue Xvev e Yise.

X + Y siralamasinin resmi asagida.

X+Y

X + Y siralamasy; x; < x, <y, <y,

Bu da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X U Y kiimesinin bos
olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A’nin X’le kesisimi bos de-
gilse, 0 zaman A N X altkiimesinin X siralamasina gore en ki-
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ciik elemani A’nin en kigiik elemanidir. Eger A’nin X’le kesi-
simi bogsa, 0 zaman A, Y’nin bos olmayan bir altkiimesidir ve

A’nin en kiiciik elemani

AmX:@ise\—/

A’nin Y siralamasindaki en kiigtik elemani A’nin X + Y’nin si-
ralamasindaki en kii¢iik elemanidir.

Eger X ve Y kuimeleri kesisiyorsa, o zaman X yerine X x {0},
Y yerine Y x {1} alalim ve X ve Y’nin verilen siralamalarini sira-
siyla X x {0} ve Y x {1} kiimelerinin tsttine tastyalim. Sonra bir
onceki paragrafta X ve Y ile yaptigimizi artik ayrik olan X x {0}
ve Y x {1} kiimeleriyle yapalim.

Bunu bir 6rnekle gosterelim. X ve Y bir sonraki sekildeki
gibi olsunlar.

2 3
X :bc d e4
Y
Yani
X={a<b<c<d<e}
ve

Y={1<b<2<3<e<4}
olsun. Bu iki siralamayi soyle yazalim:

X x {0}: (a,0) < (b,0) < (¢,0) < (d,0) < (e,0),

Y x {1}: (1,1) < (b,1) < (2,1) < (3,1) < (e,1) < (4,1).
Dikkat ederseniz X’ten X x {0}’a gecerken X’in siralamasini
koruduk. Ayni 6zeni Y i¢in de gosterdik. Simdi, asagidaki se-
kildeki gibi X x {0}’in elemanlarindan hemen sonra Y x {1}’in
elemanlarini yazalim.
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X x {0} Y x {1}
(@0) (c0) (e0) (1,1) (2,1) (e1)
—o—o0—oc—o—o0—

(b,0) (d,0) b1 (3,1 41)

Matematikgi giinlitk kosusturma icinde bu kadar ¢ok 6zen
gostermez. X ve Y kesigse bile X ve Y’nin elemanlarini iki kez
yazar. Ornegin, profesyonel matematikgi yukardaki 6rnegi,

a b ¢ d e 1 b 2 3 e 4
—o—90—90—0—90— — 000000

X+Y
olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b farkli elemanlar-
dir. Eger cok basi sikigirsa, X + Y’yi

a b ¢ d e 1 b 2 3 ¢ 4
90909090 — 000000

X+Y
olarak gosterir.

Ornegin N + N iyisiralamasi, N iyisiralamasinin sonuna ay-
n1 siralamanin bir kopyasi konarak elde edilir. Iste resmi:

01234 .. 01'2"3" 4" ...
[ S —.—.—Y—_———e,..
N N
N+ N

5.3. Alfabetik Siralama ya da Iki Iyisiralamayr Carpmak.
(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Bu paragrafta X x Y kiime-
si Uzerine Bolim 2.2.6’da tanimladigimiz alfabetik siralamanin
bir iyisiralama oldugunu kanitlayacagiz. Alfabetik siralamayi
animsatalim: (x1, y1) ve (x5, ¥,) ciftleri X x Y kiimesininin iki
elemani olsun. Eger

X1 < Xy
ise ya da
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X1 =X V€Y1 <)2
ise, (xq, ¥1)’in (x,, ¥,)’den daha kiiciik oldugu soylenir ve bu
(1, ¥1) < (x2, ¥2)
olarak yazilir. Bunun bir siralama oldugu ¢ok belli. Bir iyisira-
lama oldugunu kanitlayalim. Asagidaki sekilden takip edin. U,
X x Y kiimesininin bos olmayan bir altkiimesi olsun.
A={x e X:biry e Yicin (x,y) € U}
olsun. A, bogkiime olamaz. Demek ki A’nin bir en kugciik ele-
mani vardir. Bu elemana a diyelim.
B={yeY:(a,y)eU=({b}xY)nU
olsun. a € A oldugundan, B boskiime olamaz. Demek ki B’nin
de bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana b diyelim. b € B
oldugundan, (a, b) € U.

Y 4

i

B ey

2 v

Simdi (a, b)’nin U’nun en kiigiik elemani oldugunu kanitaya-
lim. (x, y), U’nun herhangi bir elemani olsun. Demek ki x € A.
Dolayisiyla x > a. Eger x > a ise, elbette (a, b) < (x, y). Eger x = a
ise, 0 zaman (a, y) = (x, y) in U oldugundan, y € B. Demek ki
y 2 b. Eger y > b ise, 0 zaman elbette (a, b) = (x, b) < (x, y). Eger
y = b ise, 0 zaman (a, b) = (x, y). Kanitimiz tamamlanmustir.



6. Iyisiralamalarda Tiimevarim

ogal sayilar kiimesi N’de tiimevarimla kanit yapmasini bi-
liyoruz. Animsayalim:

Olgu 6.1. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Ilkesi 1]. A = N bir
altkiime olsun. A’min su iki o6zelligi oldugunu varsayalim:
1)0 e A.
2) Her n dogal sayisi icinyn € A ise o zamann + 1 € A.
Bu durumda A = N’dir.

Bu teoremi dogal sayilari ve dogal sayilar kiimesi N’yi tanim-
ladigimuz [SI] ders notlarinda kanitlamistik. Ayni ders notlarinda
bir timevarim ilkesi daha kanitlamistik:

Olgu 6.2. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Ilkesi 2]. A = N bir
altkiime olsun. X’in su 6zelligi oldugunu varsayalim:
Her n dogal sayisi icin, eger
meN:m<ncA
ise, 0 zaman n € A.
Bu durumda A = N’dir.
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Bu teoremlerden en azindan biri olmadan dogal sayilar
hakkinda ele avuca sigan bir teorem kanitlayamayiz.

Birinci teorem dogal sayilarda toplamayla ilgili bir sey soy-
liiyor. Ikinci teoremde ise toplama yerine sadece < esitsizligi
var. Birinci teoremi olmasa da ikinci teoremi iyisiralamalara
genellestirebiliriz. En azindan ikinci teoremin aynisini iyisirala-
malar icin formiile edip kanitlamaya ¢alisabiliriz.

Birinci teorem de, yazildigi bicimde degil ama buna yakin
bir bi¢imde iyisiralamalara genellestirilebilir. Bunu daha sonra
ordinaller i¢in yapacagz.

Bu boliimiin amaci ikinci tiimevarim ilkesini dogal sayilar-
dan iyisiralamalara genellestirmek.

Teorem 6.3. [lyisiralamalarda Tiimevarim llkesi]. (X, <) bir
iyi stralama olsun. A < X bir altkiime olsun. A’min su ozelligi
oldugunu varsayalim:

Her x € X icin, eger
yeX:y<xjcA
ise, 0 zaman x € A.
Bu durumda Y = Xdir.

Kanit: Diyelim, A, X’e esit degil. O zaman X \ A kiimesi
bos degildir. Dolayisiyla X iyisiralamasinin X \ A altkiimesinin
bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana x diyelim.

x, X \ A altkiimesinin en ki¢iik elemani oldugundan, x’ten
kii¢ik hicbir eleman X \ A kiimesinde olamaz, yani x’ten kii-
¢iik her eleman A’dadir. Varsayilan kosula gore x, A’da olma-
li. Bir celiski elde ettik. Demek ki A, X’e esit olmali. [l

Goruldugn gibi kanit ¢cok basit. Nasil dogal sayilarla ilgili
en kiigiik bir gergegi kanitlamak i¢in timevarim kullaniliyorsa,
iyisiralamalarda da en kiigiik bir seyi kanitlamak icin timeva-
rim gerekir. lyisiralamalarda tiimevarimsiz bir sey kanitlana-
maz desek yeridir. Belki su tuhaf teorem diginda...
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Teorem 6.4. Iyisirali bir kiimede siirekli azalan bir dizi yok-
tur.

Kanit: (X, <) iyisirali bir kiime olsun. (x,,),, X’in siirekli
azalan bir dizisi olsun. Demek ki her 7 < m dogal sayilar icin
X,, X,, € X ve eger n < m ise x,,, < x,,. Bir celiski elde edecegiz.

A={x,:neNj
olsun. A’nin bir en kigiik elemani vardir. Bu elemana x,, diye-
lim. Ama o zaman x,,,; € A ve x,,, < x,,, bir ¢geligki. O

Bir Uygulama. lyisiralamalarda tiimevarimla kanit teknigi-
nin bir uygulamasini gorelim simdi.

Altbolim 5.1°de, bir iyisiralamanin sonuna yeni bir eleman
ekleyerek yeni bir iyisiralama elde ettik. Yeni iyisiralamanin
resmi asagidaki gibi.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

Eger X bir iyisiralamaysa, X’in sonuna bir eleman eklene-
rek elde edilen siralamaya X* diyelim.

Bu bolimde X iyisiralamasiyla X* iyisiralamasinin gercek-
ten farkli olduklarini kanitlayacagiz. Daha matematiksel bir
deyisle, aralarinda bir esyap1 eslemesi olmadigini kanitlayaca-
g1z. Daha acgik bir deyisle, X*’dan X’e giden ve siralamayi ko-
ruyan (yani artan) bir esleme olmadigini kanitlayacagiz.

Kanita girismeden 6nce problemi biraz tartigalim. Diyelim
X*dan X’e giden ve siralamay1 koruyan (yani mutlak artan) bir
esleme var. Bu eslemeye f diyelim ve f’yi anlamaya caligalim.

X0 *1% f(s)s
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Yukardaki sekilden takip edin. f, X* iyisiralamasinin ilk
elemanlarini (ki bunlar X’in de ilk elemanlaridir) gene kendile-
rine goturmeli, yani f baslangicta her x’i gene kendisine gotii-
ren 6zdeslik fonksiyonu olmali. Ornegin X*nin ilk eleman (ki
bu X’in ilk elemanidir) f altinda gene X’in ilk elemanina git-
meli, yoksa f hi¢bir zaman X’in ilk elemanina degemez ve do-
layisiyla 6rten olamaz.

X’in ilk elemanlarina sekildeki gibi x,, dersek, f(x,) = x,
esitligi hemen hemen bariz olmali. Yani sol tarafta asayis ber-
kemal, her eleman f altinda kendisine gidiyor.

Ote yandan, X*nin en son elemanina, sekilde oldugu gibi, s
dersek, f(s), X’in en son elemani olmali, ¢linkii eger y € X her-
hangi bir elemansa, belli bir x € X" i¢in, y = f(x) olur ve x < s
oldugundan, y = f(x) < f(s) olur.

Simdi f(s)’nin f altinda gittigi eleman olan f(f(s))’ye, yani
f2(s)’ye bakalim. Bu eleman f(s)’den hemen 6nceki eleman ol-
mali, ¢unkii f(s), s°"den hemen 6nceki elemandir. Ayni neden-
den, f2(s), f(s)’den hemen once gelen eleman oldugundan,
f3(s), f2(s)’den hemen o6nce gelen eleman olmal..

Goruldigi gibi sol tarafta 6zdeslik fonksiyonu olan f, sag
tarafta elemanlar1 bir eksiltiyor... Ortalarda bir yerde sorun
¢ikmali... Bir yerde f elemani kendisine mi gotirmek, yoksa
eksiltmek mi gerektigine birttirlii karar verememeli...

Yukardaki parlak fikir ne yazik ki matematiksel olarak bes
para etmez. “Ortalarda bir yer” diye bir yerden sozedilemez
matematikte.

Soyledigimizi kanitlayacagiz ama timevarim kullanarak
kanitlayacagiz. Tumevarimla, her x € X icin f(x) = x esitligini
kanitlayacagiz. Boylece s’ye gidecek yer kalmayacak ve bir ce-
ligki elde edecegiz.

A={x e X: f(x) = x}
olsun. A’nin X’e esit oldugunu kanitlayacagiz. Bunun igin,
X’ten herhangi bir x elemani alip,
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yeX:y<xjcA
varsayimindan yola ¢ikip x € A iligkisini kanitlamaliyiz.
Demek ki x’ten kiciik her elemanin f altinda kendisine git-
tigini varsayiyoruz ve x’in de f altinda kendisine gittigini kanit-
layacagiz.
f(x) elemanina bakalim. Bu elemanin nerede oldugunu an-
lamaya ¢alisacagiz.

7T lf

f(x), x’ten kugik olamaz. Aksi takdirde f(x) € A, yani
f(f(x)) = f(x) olurdu ve f birebir oldugundan f(x) = x olurdu,
bir celigki.

f(x), x’ten buyiik olamaz. Aksi takdirde X*’nin hicbir ele-
mani x’e degemezdi. Nitekim eger f(y) = x ise, f(y) = x < f(x)

ve y < x olur. Ama o zaman da y € A i¢indeligi ve x = f(y) =y
< x esitsizligi bize bekledigimiz celiskiyi verir.

Demek ki f(x) = x.

Kanitladigimizi yazalim.

Teorem 6.5. Eger X bir iyisiralamaysa, X ile X* iyiswrala-
malri esyapisal olamazlar.



