4. lyisiralamalar1 Hissetmek

yisiralamayi koyun siralamaya benzetmek pek yanlis olmaz.
ISonsuz sayida koyun da olsa, iyisiralanmis bir koyun siirii-

siinde mutlaka birinci koyun olmali. Ikinci, ticiincii, dor-
diincti koyun da... Son koyun disinda (eger varsa oyle bir ko-
yun!), her koyundan hemen sonra gelen bir koyun olmali. Da-
hasi, siirti 6yle siralanmali, yani koyunlar 6yle numaralanmali
ki, her altsiiriide numarasi en kiiciik bir koyun olsun... Iste bu
son Ozelligi saglayan siralamalara iyiszralama denir.

Sonlu bir siiriiyti iyisiralamak marifet sayilmaz, bunu mii-
hendisler bile yapar. Az sonsuz (6rnegin dogal sayilar kadar
sonsuz olan) siirtileri iyisiralamak da marifet sayilmaz. Marifet,
cok sonsuz (6rnegin gercel sayilar kadar olan) stirileri iyisira-
lamakta. Bu ve bundan sonraki birka¢ boliimiin ana sorularin-
dan biri de iste bu: Bir siirii ne kadar biiyiik olursa olsun iyisi-
ralanabilir mi?

Su teoremi biliyoruz [SI]:

Teorem 4.1. N’nin bos olmayan her altkiimesinin bir en kii-
ciik elemani vardur.
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4.1. lyisiralama. (N, <) siralamasinda oldugu gibi, bos ol-
mayan her altkiimesinin en kiiciik elemani oldugu siralamalara
iyistralama denir. Yani bir (X, <) siralamasinin iyi siralama ol-
masi igin,

IS. Her @ # A < X altkiimesi icin, 6yle bir a € A var-
dir ki her x € A icin a < x olur

ozelliginin saglanmasi gerekir.

X, iyisirali bir kiime | A, X’in bos olmayan
herhangi bir altkiimesi

A’nin en kiigiik elemani

IS ozelligini saglayan (X, <) siralamalarina zyistralama de-
nir. X’e de < siralamasiyla iyistralanmistir denir.

Tanimdan hemen anlasilacag: tizere, bir iyisiralamanin her
altkimesi de bir iyisiralamadir, yani (X, <) bir iyisiralamaysa
ve Y Xise, (Y, <) de bir iyisiralamadir; sonugta, Y’nin her alt-
kiimesi X’in de bir altkiimesidir.

Iyisirali kiimeler tamsiralidir, yani iyisirali bir kiimenin her-
hangi iki elemani kargilagtirilabilir. Nitekim, eger x ve y iyisi-
rali bir kiimenin iki elemaniysa ve IS 6zelliginde A = {x, y} alir-
sak, x ve y’den birinin digerinden kiigtikesit oldugunu goruriiz.

Sonlu her tamsiralama iyisiralama olmak zorundadir elbette.

a5x3\/27ts
*—o—0—0 00

Sonlu bir iyisiralama:
a<S<xy;<V2<n<s

Dogal sayilar kiimesi N’nin dogal siralamasiyla birlikte bir
iyisiralama oldugunu gordiik. Dogal siralamayla iyisiralanmig
bir kiime olarak gorildiiginde N yerine ® (omega, Yunan al-
fabesinin son harfi) yazmak bir gelenektir; biz de bundan boy-
le N yerine sik sik ® yazacagiz.
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Bu bolimde iyisiralamalari biraz olsun anlamaya calisacagiz.

(X, <) herhangi bir iyisiralama olsun.

Eger X = O ise sOylenecek fazla bir sey yok, boskiime hakkin-
da ne soylenebilirse, bu iyisiralama hakkinda da o kadar soylene-
bilir.

Eger X # & ise, 0 zaman 1S 6zelliginde A = X alarak, X’in
bir en kiigiik elemani oldugunu goriiriiz. X’in bu en kugciik ele-
manina x, diyelim. (Demek ki bos olmayan her iyi siralamanin

bir en kii¢iik elemani vardir.)
pu X

(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik elemani x,,

Simdi X \ {x,} kiimesine bakalim. Eger bu kiime bossa, o za-
man X sadece x, elemanindan olugsmustur ve gene soyleyecek
fazla bir sey olamaz. Eger X\ {x,} kiimesi bos degilse, o zaman
IS ozelliginde A = X \ {x} alalim ve bu kiimenin en kiigiik ele-
manina x; diyelim. x, xy’dan sonra gelen ilk elemandir.

xO xl X
® Py
L4 L4

(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kiigiik iki elemant x;, ve x,

Eger X = {x,, x;} ise, X iyisiralamasi i¢in tek soyleyebilecegi-
miz sey, xo’1in x;’den kiicitk oldugudur. Diyelim X sadece bu iki
elemandan ibaret degil. O zaman X\ {x, x{} kiimesi bog olmadi-
gindan, 1S 6zelligine gore bu kiimenin bir en kiiciik elemani var-
dir. Bu elemana x, diyelim. x,, x,’den sonra gelen ilk elemandir.

Xo X1 X X

o o
(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kiigiik ti¢ elemani x, x; ve x,

Bunu boylece siirdiirebiliriz. z-inci asamada, X’in en kiiciik
ilk 7 elemanini bulduk diyelim. Bu elemanlara (sirasiyla!)
X5 X15 X2y eeey Xy 1
diyelim.

xo X x2 X



62 4. lyisiralamalari Hissetmek

Simdi,
Xn = {x0> X1s X5 o0 xn—l}
tanimini yapalim. Demek ki

XO = @,
X1 = {xo}
X5 = {xp, x4}

X3 = {xp, x1, %3}

vb.

Eger X # X, ise, yani X \ X,, # & ise, o zaman IS ozelligine
gore X \ X, kiimesinin bir en kiigiik elemani vardir. Bu elema-
na x,, diyelim. x,,, x,,_;’den sonra gelen ilk elemandir.

X’in tim elemanlarini bu yontemle sonlu bir zaman sonra
tiketirsek, yani belli bir 7 dogal sayis1 igin,

X =X, ={x0, X15 X2y «ees X1}
ise, 0 zaman X sonlu bir kiimedir (tam 7 elemani vardir) ve si-
ralamasi dogal siralanmig
{0,1,..,2,n—1}
kiimesinden pek farkli degildir. Dogal siralanmis
{0,1,..,2,n—1}
kiimesinin 7 olarak simgelenmesi okuru sasirtmamali [SI]:
n={0,1, .y 2, 1 — 1)
ve
O<l<..<n—-1.

X’in sonlu tane, diyelim 7z tane elemani varsa, yukarda da
dedigimiz gibi, X iyisiralamasi aynen 7 iyisiralanmasina ben-
zer, elemanlarin adlarindan bagka aralarinda bir fark yoktur.
Daha matematiksel deyisle 7’den X’e giden ve siralamay1 koru-
yan (yani surekli artan) bir f eslemesi vardir. Bu f eslemesi i sa-
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0o 1 2 n—1
n
\\_‘
f lf
r—v v —
X
Xo X1 X X, 1

Eger X’in n elemani varsa, X ~ n
yisini x; elemanina gotiiriir, yani her 7 < 7 igin, f(i) = x;dir. (Bu-
rada x;, X’in i-inci elemanidir.)

Siralamay1 bozmayan fonksiyonlara esyap: fonksiyonu ya
da stralama morfizmasi adi verilir, kisaca morfizma dendigi de
olur. Matematiksel tanim soyle: (X, <) ve (Y, <) birer iyisirala-
ma olsunlar ve f : X — Y fonksiyonu, her xq, x, € X i¢in,

x1 < xy = flxg) < flxa)
ozelligini saglasin. O zaman f’ye swralama morfizmast adi ve-
rilir. Okullarda siralama morfizmasi daha ¢ok artan fonksiyon
adiyla anilir.

Iyisiralanmus kiimeler iizerine siralama morfizmalari birebir
olmak zorundadir, ¢tinki iyisirali bir kiime tamsiralidir. Nite-
kim, f(x;) = f(x,) ise ne x; < x, ne de x, < x; dogru olabilir,
dolayisiyla, tamsiralamadan dolayi, x; = x, olmali.

Eger f siralama morfizmasi ayrica ortense, o zaman f’ye st-
ralama eslemesi denir. Aralarinda bir egyapi eslemesi olan (X, <)
ve (Y, <) iyisiralamalarina egyapisal (ya da izomorfik) denir ve
bu olgu (X, <) ~ (Y, <) ya da kisaca X ~ Y olarak gosterilir.

(Y, <)4

“—o o > (X, <)

Bir siralama morfizmasi
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Demek ki tam 7 tane elemani olan iyisirali bir kiimeyle
n={0,1, .2, 1n—1)
iyisiralamasi egyapisaldir. Boylece sonlu iyisiralamalari anlamig
olduk. Sira geldi sonsuz iyisiralamalara...

Bundan boyle X sonlu olmasin. O zaman her 7 dogal sayi-
st icin X’in #-inci elemani vardir. Bu elemana x,, demistik, de-
meye de devam edecegiz.

Bu x,, elemanlarindan (z € N) olusan kiimeye X, adini ve-
relim. X 'nin aynen N’ye (daha dogrusu ®’ya) benzedigini
okur anlamistir herhalde, yani X, ile ® (yani dogal sayilar ki-
mesi N) arasinda bir siralama eslemesi vardir: X, ~ o.

0

e

X,={x,:neN}rw

Not: X ’nin gercekten bir kiime oldugu pek bariz olmayabi-
lir. [SI] ders notlarimizda kiimeler kuraminin birkag basit aksi-
yomunu vermistik. Bu aksiyomlara dayanarak X 'nin kiime ol-
dugunu kanitlayabiliriz: ¢(x) su ozellik olsun: “{y € X : y < x}
kiimesiyle bir dogal sayis1 arasinda bir egleme var.” X, = {x € X
: ¢(x)} esitliginden dolayi, X, bir kiimedir. (Tanimlanabilir Alt-
kiime Aksiyomu, [SI].)

Iki secenek var. Ya X = X, ~ @ ya da X # X_,. Birinci sikta
X’in neye benzedigi belli, ®’ya benzer. Ikinci sikta yogunlasa-
lim. O zaman X \ X, boskiime degildir, dolayisiyla en kiicitk
bir elemani vardir. Bu elemana x,, diyelim. x,, eleman: daha 6n-
ce buldugumuz biitiin x,, (7 € N) elemanlarindan hemen sonra
gelen ilk elemandir, yani x,, elemani, her # dogal sayisi igin, x,,
< x esitsizligini saglayan X’in en kiigiik elemanidir.
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Xepr1 = X U {x,} olsun. Burada ®+1 simgesine 6zel bir an-
lam vermeye ¢alismayin, ®+1’i daha sonra tanimlayacagiz.
Simdilik ®+1 simgesini tek bir simge gibi algilayip X, iyisira-
lamasina yogunlagin: X,  iyisiralamasi, X iyisiralamasinin
“sonuna” x, elemani eklenerek elde edilmistir.

Eger x,,, X’in son elemaniysa, yani X te x,’lerden ve x,’dan
baska eleman kalmamigsa, o zaman X = X, U {x,} = X, dir.
Bu durumda, X1 ve siralamasini anladik: X, sonuna bir eleman
eklenen @’ya benziyor. (Bir sonraki bolimde bir iyisiralamanin
sonuna bir eleman eklemenin ne demek oldugunu daha ayrin-
tili bir bicimde anlatacagiz.)

Eger x,,, X’in son elemani degilse, yani X # X, ise, 0 zaman
X\ X1 # D olur ve X\ X, kiimesinin bir en kiiciik elemant
vardir. Bu elemana, tahmin edeceginiz gibi, x,,; diyelim. x,,
x,, ’dan sonra gelen ilk elemandir. Gene tahmin edeceginiz gibi

Xow2 = Xoit YU {Xge1} = X U {x, X0}
olsun.

o+2

Genel olarak, bir # dogal sayisi i¢in, X’in
X(o+n = Xco o {xw’ Xpsls =+o> xw+n—1}
altkiimesini buldugumuzu varsayalim. Eger belli bir #z dogal sayi-
sticin X = X, ise ne ala, X’i anladik demektir. Eger X ., # X

w+n
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1se X\ X
na x

o+ Kumesinin en kigiik bir elemani olmali. Bu elema-

wen diyelim. Eger hi¢bir # dogal sayisi icin X # X, ise 0
zaman bu yontemle X’i titkketemeyiz ve surekli x,, elemanla-
rint buluruz.

Xop = X U {xgen : m € N}

w+n

olsun.

X5, siralamasinin nasil bir siralama oldugu belli. Baginda o
(yani N) iyisiralamasi var. Bir de sonunda ayr1 bir o var. De-
mek ki X, , ®nin (yani dogal sayilar kiimesinin) iki ayrik kop-
yasindan olusuyor, biri basinda (ktigtikler), digeri sonunda (bii-
yukler).

Eger X = X, ise, isimiz bitti, o0 zaman X’i ve iyisiralamasi-
n1 anladik. Eger X # X,,, ise, o zaman X \ X, kiimesinin bir
en kiiciik elemani vardir. Bu elemana x,,, diyelim.
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Bunu boylece siirdiirebiliriz. X’te x,,’dan daha buytk bir
eleman varsa, x,,’dan daha buiyiik elemanlarin en kiiciigiine
Xy4.1 diyelim. Varsa, malum yontemle x,,,5, X5,,3, --- €leman-
larini bulalim. Eger X’in sonuna varirsak isimiz biter. Yoksa,

X360 = Xoo Y (X2 1 1 € N}
olsun. Eger X = X3, ise 0 zaman X, ®’nin ti¢ kopyasindan olu-
suyor demektir: kiiciik kopya, ortanca kopya, ugiincii kopya.

Kendimizi biraz fazla tekrarlamaya basladik... k-inci sevi-
yeye kadar, yani X, ’ya kadar geldigimizi varsayalim. X, si-
ralama olarak ®’nin k tane kopyasina benzer: 1’inci kopya,
2’inci kopya, ..., k-inci kopya. Her kopya kendi i¢inde dogal si-
ralanmustir ve her kopyanin tiim elemanlari daha sonraki kop-
yalarin tiim elemanlarindan daha kiigiiktiir. Ornegin {iciincii

Xy X1 Xy e X, ...;xmxml...xmm...;xzw Ekakal...kam
----------- Xm----------b' ;
................................................. »

XZu) X
ko T >
X(k+1)(o -

kopyanin 25’1, dérdincii kopyanin 2’sinden daha kugiiktiir.
Eger X, = X ise isimiz bitti. Yoksa X \ X}, kiimesinin en
kiigtik bir elemani olmali. Bu elemana x,,, diyelim. x,,’dan he-
men sonra gelen elemana x,,; diyelim. (Eger x,,, X’in en bu-
yiik elemani degilse boyle bir eleman vardir.) Devam edip
Xpoi2s Xkos3s -+ €lemanlarini da (varsa!) bulabiliriz. X’ te ele-



68 4. lyisiralamalari Hissetmek

man kaldig siirece devam edelim. Eger x,,,,,, elemanlarinin hi¢-
biri X’in en buyiik elemani degilse (k sabit, # degisiyor) bu
yontemi hi¢ durmadan siirdiirebiliriz. X,q), simdiye kadar
buldugumuz tiim elemanlarin kiimesi olsun. (X, 1), bir kiime-
dir, giivenin bana!) Eger X = X3, ise, durmak zorunday1z ve
bu durumdan pek yakinmiyoruz herhalde. Ama eger X #
X(k+1)0 15€, 0 zZaman bos olmayan X'\ X4, 1), kiimesinin en kii-
ciik elemanma x;,q), diyelim ve miimkiin oldugu siirece bu
yontemle yolumuza devam edelim. Boylece her k dogal sayisi
i¢in X, kiimelerini elde ettigimizi ama X’in bu yontemle tii-
kenmedigini varsayalim.
X2, tim bu X, kiimelerinin bilesimi olsun:
X2 = Yken X

Aligstirma: X > toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin.
(X’in iyisirali bir kiime oldugunu kullanabilirsiniz.)

Eger X2 = X ise sorun yok. Eger X2 # X ise X \ X2 kii-
mesinin en kiiciik elemanina x> diyelim. X 2,1 = X2 U {x,2}
olsun.

Eger X’te baska eleman kalmamigsa o zaman X = X >, dr.
Kalmussa, x,,2’den hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu ele-
mana x,2,; adimi verelim. Eger X’in elemanlar1 bitmezse, X’in

Xo2il> X242 Xp2135 X244y -
elemanlarini bulabiliriz.

X240 kumesi X’in simdiye kadar bulabildigimiz tim ele-
manlarindan olussun.

X200 X2

O+ o+ 10 Xo2rw+2s Xol2iwm+3s -

elemanlarinin nasil bulunabilecegini okur tahmin etmistir: Her
biri bir 6ncekinden hemen sonra gelen elemandir. Bu x2,,,.
elemanlarinin sonu gelmiyorsa, tim bu elemanlar kiimesine

X 2420 diyelim.
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Okur herhalde, eger X titkenmezse,

X230 Xozeaas Xo

kumelerinin nasil bulunduklarini anlamistir. Bunlarin bilesimi-

ne X, diyelim. Gidebildigimiz kadar gidelim. Eger X tiken-
mezse, sirayla

+3m> +4m> +S5my e

X2y Xau2s Xag2s -
kiimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X s diyelim.
Eger X daha once titkenmezse, X’in
X3y Xpts XSy oo

kiimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X o diyelim.

Ardindan sirayla X o, X5 0, X340, -.. altkiimelerini de bula-
biliriz. Bunlarin bilesimine X o, ya da X o« diyelim. Bundan
sonra X o2, X o3, X o4 altkiimeleri (baslangi¢ dilimleri) bulu-
nur. Devam edelim ve tiim bu altkiimelerin bilegimine X o+ ya
da X 20 diyelim. Devam edelim. Sirayla X 30, X 40, X 40,... alt-
kiimelerini de bulruuz. Bunlarin bilesimine X oo ya da X * di-
yelim. Eger X’i hala daha bitirememissek, X o3, X ot X o5, ...
altkiimelerini de bulabiliriz. Bunlarin bilesimine X oo diyelim.
X’in hala daha bitmedigini varsayalim.

o = o,

ay = O,

o3 = 0

oy = @O,

o5 = o
olsun. Genel olarak,

Oy = O%

olarak tanimlansin (o® olarak degil!) Bu tanimlar simdilik bi-
cimsel, yani o,,’ler anlamsiz seyler. a,,’leri gostergeg (endis, in-

deks) olarak kullanacagiz. X, , X,,, X, altkiimelerinin nasil

o o

bulunabilecegini okur tahmin etmistir. Eger X izin verirse, de-
vam edip, her #n € N i¢in, X’in X, altkiimelerini de bulabiliriz.
X’in hig bitmedigini varsayarak, X, altkiimelerinin bilesimine

X,, diyelim.
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X’te yer kalmigsa devam edebiliriz. Isteyen devam etsin.
Ben sikildim.

Imkansiz Ugras. Okur, konunun zevkine daha ¢ok varmak
icin dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin kiimesi olan
¢ (N)’nin bir iyisiralamasini bulmaya ¢alismalidir. En az yarim
saat kadar. En fazla da bir saat... Bir saati asmasin ¢iinkii - Once-
den soyleyelim - basaramayacaktir. ¢ (N)’nin bir iyisiralamasi
bulunamaz ama vardir. @ (N)’nin iyisiralanabilecegini (iyisirala-
may1 bulamadan) ilerde yeni aksiyom yardimiyla kanitlayacagiz.




