3. Sayilabilir Yogun Siralamalar

u bolumiin konusu kesirli sayilarin bildigimiz (Q, <) si-

Bralama51d1r. Burada sozi edilen < esitsizligi ilkokuldan
beri 4dsina oldugumuz esitsizliktir; 6rnegin 2/3 < 4/5.

Daha sonra matematiksel olarak ifade edecegimiz su olgu-

yu kanitlayacagiz:

(Q, <) siralamasimin birazdan agiklayacagimiz bazi ozellik-
lerine sabip siralamalar “aynen ama aynen” (Q, <) siralamasi-
na benzeyen siralamalardir.

Bir bagka ama gene edebi bir deyisle, (Q, <) siralamasi bi-
razdan siralayacagimiz birkag 6zelligi tarafindan betimlenebi-
lir/karakterize edilir.

(Q, <) siralamasinin o6zunu karakterize eden bu ‘baz1 ozel-
likleri’ birazdan siralayacagiz. “Aynen ama aynen benzemek”i
Altbolim 2.4’te tammladigimiz “esyapisal olmak” anlamina
kullandik. Gene de egyapisalligi bu bolimde bir kez daha ta-
nimlayacagz.

Once (Q, <) siralamasini karakterize edecek olan 6nemli
ozelliklerini teker teker yazalim.

Her seyden once (Q, <) bir stralamadir, yani,
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(1) Hi¢ bir x icin, x < x dogru degildir.

(2) Her x, vy, z igin, efer x <y vey < z ise, 0 zaman x < Z'dir.

(Q, <) yalnizca bir siralama degil, ayrica bir tamswralama-
dir da: Herhangi iki kesirli say1 birbiriyle kiyaslanabilir:

(3) Her x, yicinyyax <yyax=yyaday<x.

Bunun sonucu olarak kesirli sayilar1 bir dogru ustiinde tem-

sil edebiliriz. Matematikg¢iler arasinda yapilan sozstiz bir anlas-
ma geregi, soldaki sayilar sagdakilerden daha kiigiiktiir.

=512 —6/7  -1/3 0 18/7

(Q, <) siralamasinin temsili. Mesafeler korunmamis
olabilir ama siralama korunmustur.

Ayrica (Q, <) yogun bir siralamadir: Herhangi iki kesirli sa-
y1 arasinda tglncu bir kesirli say1 vardir, daha matematiksel
bir dille,

(4) Her x < vy icin, x < z < vy esitsizliklerini saglayan bir z vardir.

Ornegin z = (x + y)/2 kesirli sayis1 x’le y arasindadir.

En az iki elemani olan bir yogun siralama sonsuz olmak zo-
rundadir elbette. Ote yandan (Z, <) siralamasi sonsuzdur ama
yogun degildir.

(Q, <) siralamasinda ne en kiigik ne en buiyiik eleman var-
dir, yani her kesirli sayidan daha buytk bir kesirli say1 ve her
kesirli sayidan daha kiiciik bir kesirli say1 vardir:

(5) Her x icin, x < vy esitsizligini saglayan bir y vardir.

(6) Her x icin, y < x esitsizligini saglayan bir y vardir.

(S)tey=x+ 1, (6)’day = x — 1 alabiliriz.

Son iki 6zelligi saglayan siralamalara ugsuz siralamalar de-
nir. Ornegin, gercel sayilar kiimesi R, pozitif kesirli sayilar kii-
mesi Q>0, (0, 1) gercel araligi ve [-V2, V2] n Q kiimeleri dogal
siralamayla birlikte ugsuz ve yogun siralamalardir. Ote yandan
[V2, V2] gercel say1 araligi ugsuz degildir.
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Q kimesinin bir 6zelligi daha vardir:
(7) Sayiabilir sonsuzluktadir.

Yani kesirli sayilar1 0, 1, 2, 3, 4, ... diye dogal sayilari kul-
lanarak koyun sayar gibi hicbirini atlamadan teker teker saya-
biliriz; her kesirli sayiy1 dogal sayilarla numaralandirabiliriz
[SKK]. Ote yandan, gercel sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuz-
lukta degildir, elemanlari teker teker dogal sayilarla sayilamaz.

Yukardaki (1-7) 6zelliklerini saglayan (X, <) yapilarina u¢-
suz, yogun ve sayilabilir tamsiralamalar denir. Ornegin (Q, <)
bu tiir siralamalardandir.

Simdi bu 7 ozelligin (Q, <) yapisini (hemen asagida tanim-
layacagimiz anlamda) karakterize ettigini gosterecegiz. Kanita
ge¢meden Once, “karakterize etmek”i hangi matematiksel an-
lamda kullandigimizi soylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) siralamalar1 verilmis olsun. Demek ki her iki
yapi da (1) ve (2) ozelliklerini saghyor. f: X —> Y, her x4, x, €
X igin,

X1 <Xy <& flxq) < flx,)
ozelligini saglayan bir esleme olsun. Boyle bir f fonksiyonuna
esyapt eslemesi (ya da izomorfi ya da izomorfizma) adi verilir
ve bu durumda X ve Y’nin esyapisal olduklari soylenir ve
(X, <) = (Y, <)
ya da eger siralamalar biliniyorsa kisaca X ~ Y yazilir.
Simdi artik kanitlamak istedigimiz teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.1. Ugsuz, yogun ve sayilabilir herbangi iki tamsi-
ralama esyapisaldir.

(Q, <) siralamasi ugsuz, yogun ve sayilabilir oldugundan,
teoremden, her ucsuz, yogun ve sayilabilir siralamanin (Q, <)
siralamasiyla egyapisal oldugu cikar.
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Ornekler. Teoremi kanitlamadan énce ugsuz, yogun ve sa-
yilabilir siralamalara 6rnekler verelim ve bu siralamalar arasin-
da esyapi1 eslemesi bulalim.

1) En bilineni: (Q, <).

2) Pozitif kesirli sayilar kiimesi @Q>9, dogal siralamayla.
Bundan sonraki tiim orneklerimizin siralamasi dogal siralama
olacagindan, sadece kiimeyi yazmakla yetinecegiz.

3) Negatif kesirli sayilar kiimesi Q<0.

4) Sifir olmayan kesirli sayilar kiimesi Q.

5) QU {r}.

6) (N2, ©) Qs yani (V2, ) N Q kiimesi.

7) (0,V2)g = (0, V2) N Q.

8) (0, 1)q (0, 1)n Q.

—\/2, V2)Q = (—2,V2) n Q.

Teoreme gore bu siralamalarin herbiri egyapisal olmali, ¢iin-
kit herbiri ugsuz, yogun ve sayilabilir sonsuzluktadir. Bu sirala-
malar arasinda esyapi eslemeleri bulalim. Orneklerimiz eglendi-
rici ve 0gretici olmasaydi, hi¢ boyle bir zahmete girmezdik.

(2 =~ 3). Once ikinciyle iiciinciiniin esyapisal oldugunu gos-
terelim. Su iki eslemenin bileskesini alalim:

Q>0 > Q0 — Q<
x B 1/x > -1/x
Her ikisi de siralamay: ters ¢evirdiginden (yani azalan fonksi-
yonlar olduklarindan) bileskeleri siralamayi korur. Bu esyapi
eslemesine f,; diyelim:
fa3(x) = —1/x.
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(3 ~ 8). Simdi uguncuyle sekizincinin egyapisal oldugunu

gosterelim. Asagidaki eslemeleri takip edelim:
(0, 1)g = (1, 0)g = (-0, 1) —» Q<0
x B 1Ix > -lx > -1x+1

Birinci ve ikinci esleme siralamayi ters gevirir, tigtincusi korur,
dolayisiyla G¢tintin bilesimi siralamayi iki kez ters ¢evirerek si-
ralamay1 korur.

Bu egyap1 eslemesine fg3 diyelim:

fs3(x) =—1/x + 1.

Gormek isteyen i¢in fg3 fonksiyonunun grafigi asagida.

0 i

fg3(x) = =1/x+1

(1~2). Qile Q>0 siralamalari arasinda bir egyapr1 eslemesi bu-
lacagiz. Q ve Q>0 kiimelerini sdyle uygun bicimde pargalayalim:
Q=Q<0 @0~ (0, 1)q U [1, 0)q = Q0.

(LI simgesi, U gibi bilesim anlamina gelir, ancak, ayrica, bilesi-
mi alinan kiimelerin ayrik oldugunu soyler.) Simdi bu parga-
lanmaya bakarak, Q ile Q>0 siralamalar1 arasinda bir f;, esya-
p1 eslemesi bulunabilir:

1) = f3g(x) = i eger x <0 ise
x+1 eger x>0 ise
Bu esyap1 eslemesinin grafigi bir sonraki sayfada.
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1
Fip(x) = /(1) folx)=x+1

0

(7 ~ 8). Once, herhangi iki kesirli @ < b sayist icin, (0, 1)q
= (a, b)g esyapisallig gosterelim:
0,1)g = (0,b-a)g =  (a,b)g
X = (b-ax = (b-ax+a
Boylece, (0, 1)q ile (a, b)q siralamalar: arasinda siralamay1 ko-
ruyan bir esleme elde etmis oluruz. Bundan da hera <bve c<d
kesirli sayilari igin,
(a,b)g = (¢, d)g ve [a, b)g = ¢, d)g
esyapisalliklar: cikar.

2

d

c

a b
la, b] = [c, d]

Siralamayi koruyan bir eslesmeyi soyle de gosterebiliriz:

Simdi, » € N\ {0} i¢in, a, = 1 — 1/(n+1) olsun. (a,,), artarak
1’e yakinsayan bir kesirli sayilar dizisidir. (b,), de artarak
V2’ye yakinsayan bir kesirli sayilar dizisi olsun. Ornegin b,’yi
V2’nin ilk 7 basamag: olarak alabiliriz, o zaman,
V2 = 1,41421713562373...
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oldugundan,
by=0
by =1
by = 1,4
by = 1,41
b, = 1,414
bs = 1,4142

olur. Biraz yukarda gordiigiimiiz tizere, her n € N i¢in,
[ana an+1)Q ~ [bna bn+1)Q'
Bu esyapisalligi gergeklestiren fonksiyona f,, diyelim:
Foutlan an+1)Q - [bna bn+1)Q'
Simdi,
[Oa 1)Q = |—|n e N [ans an+l)Q
ve
[09 \/2)(@ = |—|n e N [bm bn+1)Q
esitliklerinden yola ¢ikarak f, fonksiyonlarini yapistirsak,
f:10, 1)g = [0,2)q
esyapi1 eslemesini elde ederiz. f’nin bigimsel tanimi soyle:
f(.’)C) = fn(x) eger x € [ana an+1)Q ise.
f fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

A

\2

Sk

oW

b
b
b

1

a; a, d, 1

(6 ~ 8 ~ 9). Benzer bicimde kanitlanirlar. Alistirma olarak

okura birakilmistir.
(1 ~ 4). Daha once kanitladigimiz esyapisalliklar ve benzer-
lerinden,
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Q = (0, 2)q (1~8)
= (0,V2)g U (¥2, 2)qg
~ (0, 1)g U (1, 2)q (8~ 7)
~ Q<0 U Q@0 =Q* (7~2)
cikar.
(1 ~ 5). Daha o6nce kanitladigimiz esyapisalliklar ve benzer-
lerinden,
Qu {n} Q" U {n} (1~2)
— Q<O L Q>O LJ {TC}
% (-0, m)g U {n} U (7, 20)q (3~6)
=Q
bulunur.

Yazinin geri kalan kisminda teoremi kanitlayacagiz. Kanitin
yontemine gelgit yontemi adi verilir.

Teoremin Kaniti. Siralamalar (X, <) ve (Y, <) olsun. X ve Y
sayilabilir olduklarindan, X ve Y kiimelerinin elemanlariniz € N
i¢in, x,, ve y, olarak “sirayla” yazabiliriz. Burada, n # m igin
X, # X,, Ve y,, # V,, varsayimlarini yapiyoruz.

X ve Y’nin elemanlarinin numaralandirilmalar: birbirleriy-
le ilgisiz olabilirler. X’ten ilk alti eleman alalim. Y’den de rast-

X4 X1 Xy Xs X3%)

Y12Y6 Yo Vs Vs Y1

gele alti eleman alalim. Bu elemanlarin dizilisi yukardaki sekil-
deki gibi olabilir. Dikkat ederseniz ilk alt1 eleman i¢in siralama-
lar birbirlerine benziyorlar ¢linkii ne de olsa altigar eleman
olan iki tamsiralamadan so6z ediyoruz.
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X4 Y12

X1 Ye

Xo P Yo

X5y

X3 s

X2 =0
eslemesi bu iki sonlu siralama arasinda bir esyapi eslemesidir.
Bu tiir eslemelere kismi esyapr eslemesi denir.

Simdi bir sonraki eleman olan x4’ya ve xs’nin x, x1, x5, x3,

X4, X5 elemanlarina gore pozisyonuna bakalim. x4 bu alti ele-
man tarafindan belirlenen 7 araliktan birinde olmali. Diyelim
x¢'nin yeri soyle:

V/xs
x4 xl xo X5 x3x2

(X, <)

(Y, <)
Y12Y6 Yo Vs Vs Y1

Y’nin,
Y12<YV6<Yo<YV8<Ys<Mi
elemanlarina gore pozisyonu, X’te xnin
X4 < X1 <Xpg<X5<X3<Xp
elemanlarina gore pozisyonuna benzer olan bir y elemani bulabi-
lir miyiz? x4 elemani x5 ile x5 arasinda oldugundan, Y’de vy ile y;
arasinda bir eleman bulmaliyiz. Y’de boyle bir eleman var midir?

Xy X xO x5 x6 x3x2

— oo oo’ o —e (V<
Y12Y6 Yo Vg ? Vs Y1

Evet vardir, ¢iinkii Y’nin siralamasi yogun oldugundan, her-
hangi iki eleman arasinda t¢tincti bir eleman vardir. Dolayisty-
la yg ile ys arasinda da bir eleman vardir. yg ile y5 arasinda olan
elemanlardan herhangi birini alalim, diyelim y- bu 6zelligi sag-
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liyor, yani yg ile y5 arasinda. Demek ki
Y12<Y6 <Y0 <Y <Y7<Ys <Y1
Dolayisiyla xg’nin xg, x4, x5, x3, x4, X5 elemanlarina gore po-
zisyonu, aynen y-’nin yis, Y¢, Yo, Vs, Vs, Y1 elemanlarina gore
pozisyonu.
Simdi yukardaki kismi esyap1 eslemesini x4’y1 y,’ye gidecek
sekilde buyiitebiliriz:
X4 Y12
X1 Ye
Xo P Yo
X5 Vs
X6 > Y7
X3 Ys
X2 =Y
Simdilik resim soyle:

X4 Xl xo x5 x6 x3x2

;

- o0 0o 000 0 o (V<
Y12Y6 Yo YsY7 Vs 1

Bir sonraki x- elemanini da ekleyip kismi esyap1 eslemesini
bir adim daha genisletebiliriz. Bunun i¢in x-’nin x,, x4, x,, x3,
X4, X5, X¢ elemanlarina gore pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu
pozisyona uyan bir eleman bulmak yeterlidir.

Bunu siirekli yapabiliriz ve sonugta X’ten Y’ye giden ve si-
ralamaya saygi duyan bir fonksiyon bulabiliriz. Bu fonksiyon
birebir olacaktir ama ne yazik ki 6rten olmak zorunda degildir.

Fonksiyonu orten yapmak igin bir X’ten Y’ye bir de (Y’de
hi¢bir eleman unutmamak i¢in) Y’den X’e gitmeliyiz.

Yontem goyle. Ik adimda X’in x, elemanini Y’de herhangi
bir elemana yollayalim. Bu eleman vy, olsun:

X0 Yo
Ik kismi esyap1 eslemesini bulduk. Resmi asagida.
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(Y, <)

B
I (X, <)
@
Yo

Bu ilk adimda X’ten Y’ye gittik. Simdi Y’den X’e gidecegiz.
Y’de simdiye kadar erismedigimiz ilk elemani alalm. Y’nin ilk
erigilmeyen elemani y;. y;’in yy’a gore konumuna bakalim. Iki sik
var ya y; < yp ya da y; > y,. Ikinci sikta oldugumuzu varsayalim.

X

’ (X, <)
O o— (Y,<)
Yo Y1

Simdi (X, <) siralamasinda, x’a gore konumu y;’in y,’a go-
re konumuna benzeyen bir eleman bulmaya calisacagiz. y,,
yo’dan daha buiyiik oldugundan, X’te xy,’dan daha buyuk bir
eleman bulmaliyiz. X’te boyle bir eleman var mi? Evet vardir,
ciinkii X’in en buyik elemani olmadigindan, her elemandan,
xo’dan da biytk bir eleman var. Bu eleman x; olmayabilir bel-
ki, belki x, de olmayabilir, ama mutlaka x,’dan buyiik bir ele-
man olmali. xy’dan biytik elemanlar arasindan gostergeci en
kiicitk olanini segelim. Bu elemana x5 diyelim. (Demek ki x; ve
x, elemanlari xy’dan daha kiigtik, ama bunun gelecekte hicbir
onemi olmayacak.) Simdi x3’le y;’i eslestirip daha 6nceki
X0 = Yo
kismi esyap1 eslemesini genisletelim:
Xo = Yo
X391
Bu da ikinci kismi esleme. Resmi asagida:

B :

I o (X, <)
@

Yo

(Y, <)
Y1




54 3. Sayilabilir Yogun Siralamalar

Ikinci adimda Y’den X’e gittik. Ugiincii adimda X’ten Y’ye
gidecegiz. X’in daha 6nce dokunmadigimiz elemanlarindan en
kuigiik gostergeci olanimi segelim. X’in x, ve x3 elemanlarina
dokunmusuz. x;’e daha dokunmamigiz. x;’in daha 6nce doku-
nulmus olan x( ve x3 elemanlarina goére konumuna bakalim.
Oniimiizde ii¢ sik var.

Birinci sik: x1 < x( < x3.

Ikinci sik: x( < x; < x3.

Uciincii sik: x( < x5 < x.

(Ashinda birinci sikta olmamiz gerektigini biliyoruz, ama
daha once soyledigimiz gibi bunun hicbir 6nemi yok.) Birinci
sikta oldugumuzu varsayalim: x; < x < x3.

X1 X X3

O—I o— (X, <)
® L (Y, <)
Yo Y1

Simdi, (Y, <) siralamasinda, y, ve y;’e gore konumu, x;’in

X ve x3’e gore olan konumuna benzeyen bir eleman bulmaya
calisacagiz.

X1 < X < X3
oldugundan, Y’de

Y <0<V
esitsizliklerini, yani y < vy, esitsizligini saglayan bir y elemam
bulmaliyiz. Boyle bir eleman var midir?

X Xy X3

I—I & (X, <)
® L (Y, <)
? Yo Y1

Vardir, ¢inkii Y’nin ilk elemani olmadigindan, her elemandan,
yo'dan da kiiciik bir eleman vardir. Bu eleman y, olmayabilir, y;
de olmayabilir, ama boyle bir eleman mutlaka olmali. Bu kosu-
lu saglayan ve daha 6nce dokunulmamis elemanlardan en kiiciik
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endislisini alalim, diyelim y,4. Simdi, daha 6nce buldugumuz,
X0 Yo
X3V
kismi esyap1 eslesmesini
X0 = Yo
X1 Y4
X3
olarak genisletelim. Resmi agsagida:

X X, X

Il—IO o (X, <)

oo L (Y, <)
Y4 Yo Y1

Bir sonraki adimda, ki bu ticincii adim, Y’den hareket ede-
cegiz. Y’de daha 6nce bulagsmadigimiz en kiiciik gostergegli ele-
man y,. Bu y, elemaninin daha 6nce bulasilmis olan vy, y; ve
y4 elemanlarina gore konumuna bakalim. Dort sik olabilir.

Birinci sik: y; < y4 < ¥o < y1-

Ikinci sik: y4 < v, < vy < v1.

Uciincii sik: y4 < vy < ¥5 < ¥1-

Dordiinci sik: y4 < v < y2 < y5.

Uciincii sikta oldugumuzu varsayalim:

Y4<Yo<Y2<DY1-

Durum soyle:

S ) X3
I—I o (X, <)
o—eo ® L (Y, <)
Vs Yo Yy Y1

Simdi, (X, <) siralamasinda, x, x; ve x3’e gore konumu,
y,’nin yy, y; ve y4’e gore olan konumuna benzeyen bir eleman
bulmaya calisacagiz. Yani X’te

X< Xp<X <Xz
esitsizliklerini, yani x;, < x < x3 esitsizliklerini saglayan bir x
elemani bulmaliyiz. Boyle bir eleman var midir?
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X X ? X3

—I—I o— (X, <)
—_—— I L (Y, <)
V4 Yo Yy 1

Vardir, ¢tinkii X’in siralamasi yogundur; herhangi iki ele-
man arasinda oldugu gibi, x( ve x; elemanlar1 arasinda da bir
eleman vardir. Bu elemanlar arasindan gostergegi en kiigiik ola-
n1 segelim. Diyelim xg elemani x( < xg < x5 esitsizliklerini sag-
layan en kiigtk endisli eleman. Simdi, daha 6nce buldugumuz,

Xo — Yo
X1 > Y4
X3y
kismi esyap1 eslesmesini
Xo — Yo
X1 Y4
X3 Y
Xg =Y
olarak genisletelim. Resmi asagida:
X1 X Xg X3
I—I L o— (X, <)
*—o© I L (Y, <)
Yoo Yo ¥, i

Bunu boylece stirdiirebiliriz. Ne X’te ne de Y’de bir eleman
unutmadigimizdan emin olmak igin, tek sayili adimlarda X’ten,
cift sayili adimlarda Y’den baslariz.

X ve Y sayilabilir oldugundan, bu yontemi sonsuza kadar
surduriirsek, X ve Y’nin siralamalarinin egyapisal olduklarini
goriiriz. Yukardaki 6rnekte elde edilen egleme soyle olur:

xl XO xs .x3
I—I (X, <)
o—o e o (Y.<)
V4 Yo V) Y1
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3.1. Sayilamaz Sonsuzluktaki Yogun ve Ug¢suz Siralamalar.
Eger kiimeler sayilabilir sonsuzlukta degilse teorem yanlstir.
Ornegin gercel sayilar kiimesi R’nin sonuna kesirli sayilar kii-
mesi Q’yli koyalim, yani (R x {0}) U (Q x {1}) kiimesini alalim
ve bu kiimeyi soyle siralayalim:

(x,0) < (y,0) & R’de x < y ise
(x, 1) < (y, 1) & Qde x < y ise
(x, 0) < (y, 1) her kosulda.

Bu siralamanin resmi soyle:

R x {0} ~ R Qx{1l~Q

Bu siralamaya (kiimeye de) R + Q adini verelim. Bu sirala-
manin ugsuz ve yogun oldugu ¢ok acik olmali.

R + Q kiimesiyle R kiimesi arasinda bir eslesme vardir. (Bu
eslemeyi bulabilir misiniz?) Ama bu iki siralama arasinda bir
esyap1 eslemesi yoktur. Bunu kanitlayalim.

Diyelim R siralamasindan R + Q siralamasina giden bir f
esyapi eslesmesi var. O zaman

fla) = (0, 1)
f(b) = (1,1)
esitliklerini saglayan a, b € R vardir. 0 < 1 oldugundan
0,1) < (1,1)
olur, dolayisiyla @ < b. f siralamaya saygi duydugundan [a, b] ara-
R a b

R > {0}~ R fla) fb) Q@x{1}~Q

lig1 f altinda (0, 1) ile (1, 1) arasindaki tim elemanlara yani

[0, 1]q x {1}
kiimesine gitmelidir. Bu da [a, b] aralig ile [0, 1] kesirli sayi-
lar arasinda bir eslemeye yol acar ki, bir gergel say1 araliginin
sayilabilir sonsuzlukta olmadigini biliyoruz [SKK].



