Okuma Pargasi

1. Her Sey Siralanamaz

¢¢ Ahmet, Belgiin’den daha uzun boyluysa, Belgiin de Ce-

mal’den daha uzun boyluysa, Ahmet, Cemal’den daha uzun
boyludur,” 6nermesi hi¢ kuskusuz dogrudur. Cinkii A < B ve
B < C esitsizliklerinden, A < C esitsizligi ¢ikar.

Su onermeyi ele alalim simdi: “Ahmet, Belgiin’den daha iyi
satrang oynuyorsa ve Belgiin de Cemal’den daha iyi satrang oy-
nuyorsa, Ahmet, Cemal’den daha iyi satran¢ oynuyordur.”

Bu 6nerme dogru mudur? Ahmet gercekten Cemal’den da-
ha iyi satran¢ oynuyorsa, onerme dogrudur elbet. Ama genel
olarak, herhangi ti¢ kisi i¢in dogru mudur bu 6nerme? Bir bas-
ka deyisle, A, B ve C herhangi ti¢ kisiyi simgeliyorsa, A, B’den,
B de C’den daha iyi satrang oynuyorsa, A, C’den daha iyi sat-
rang oynuyor diyebilir miyiz?

Satrang analizi zor bir oyun. Satran¢ oynamak yerine zar
atalim.

1.1. Bir Zar Oyunu. A ve B diye adlandiracagimiz iki zarin
alti yiiziinde su sayilar yazili olsun:
A: 1 4 5 7 9 12
B: 2 3 6 § 10 11
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Bu iki zar birbiriyle “en yiiksek sayiyr atma” oyunu oyna-
sa, hangisi daha ¢ok kazanir, yani hangi zarin kazanma olasili-
g1 daha yuksektir? Bu soruyu yanitlamak igin gelebilecek zarla-
r1 bir tabloyla gosterelim.

1 4 5 7 9 |12

2 B A A A A A

3 B A A A A A

6 B B B A A A

8 B B B B A A

10 B B B B B A
11 B B B B B A

Ornegin, A’ya 9, B’ye 3 geldigi durumu besinci siitunla
ikinci siranin kesistigi yerde (golgelenmis karede) gosterdik.
A’nin B’yi yendigi zar atiglarini A ile, B’nin A’y1 yendigi zar
atiglarini B ile gosterdik.

Sayildiginda goriilecegi gibi, B, A’y1 19 kez yeniyor. Demek
ki B’nin A’y1 yenme olasiligi 19/36’dir. Ve elbet, A’nin B’yi
yenme olasihgi 17/36’dir!.

Dolaysiyla iki zardan birini segmek gerekirse B zarini segme-
liyiz, ¢tinkii B zariyla kazanma olasihigimizi artirmig oluruz. Bu
oyunu B zariyla (A zarina karg) 36 milyon kez oynayacak olsak,
asag1 yukari 19 milyonunda kazaniriz, geriye kalan 17 milyonun-
da kaybederiz. Sonug olarak B zar1 A zarindan daha iyidir.

Bu kez ti¢ zarimiz olsun: A, B ve C zarlari. Ve zarlarin is-
tinde su sayilar yazili olsun:

A: 1 5 6 10 13 18
B: 2 3 7 11 16 17
C: 4 8 9 12 14 15

Bu zarlarla C, B’yi 20/36 olasilikla yener (hesaplari okura
birakiyorum.) B de A’y1 19/36 olasilikla yener. Demek ki C za-
r1 B zarindan ve B zar1 A zarindan daha iyidir. En iyi zarin C

1 Esitlik (yenisememek) olmadigindan, bu iki olasiligin toplami 1 olmalidir.
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oldugu sonucuna varabilir miyiz?

C’yle A’y1 birbirleriyle kapistiracak olursak, C’nin A’y1 ger-
cekten de 21/36 olasilikla yendigini goriiriiz.

Demek C, hem A’y1 hem de B’yi yeniyor. Hi¢ kusku yok ki
bu 6rnekte C en iyi zardir.

Birinci Soru. Oyle A, B ve C zarlar1 var mudir ki, A zar1 B
zarini yensin?, B zar1 C zarini yensin ve C zar1 A zarini yensin?
Ayrica zarlarin tstiinde 18 degisik say1 olsun??

Birinci Sorunun Yamiti. Evet vardir! Bu zarlar1 bulacagz.
Hatta 6yle zarlar bulacagiz ki, A, B ve C birbirlerini hep ayni so-
nugla, 19’a 17 yenecek! Ve atacaklari ortalama zar ayni olacak!

1’le 18 arasindaki sayilari rastgele bir bigcimde A, B ve C’ye
dagitalim. Eger sanshi bir giinimiizdeysek istedigimize ulasiriz.
Sansimizi deneyelim. Diyelim A, B ve C’ye su sayilar1 dagittik:

A: 3 5 8 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 7 10 15 17
Bu zarlari yaristirirsak su sonuglari elde ederiz:

A-B :19-17
B-C:19-17
C-A:18-18

[lk iki kargilagma istedigimiz gibi, ama son karsilagma iste-
digimiz gibi degil. C’nin A’y1 yenmesini istiyorduk, oysa yeni-
semediler. Demek ki C’yi giiclendirip A’y1 zayiflatmamiz gere-
kir. A’nin buyiik bir sayisin1 C’nin kugiik bir sayisiyla degisti-
rirsek istedigimiz olur ama, o zaman da istemeden A-B ve B-C
sonuglarini degistirebiliriz... Bunu engellemeliyiz ama nasil?
A’nin hangi buytk sayisiyla C’nin hangi kiigiik sayisini degisti-

2 Olasilik olarak sozediyoruz burda elbet. Yani A’nin B’yi yenme olasiligi 1/2°den
biiyiik olsun.
3 Eger boyle 18 degisik say1 varsa, dilersek bu sayilari 1’den 18’e kadar alabiliriz.



6 1. Her Sey Siralanamaz

relim ki, A-B ve B-C kargilagmalari (yani B’nin yaptig1 karsilas-
malar) bu degisimden etkilenmesinler? A’nin 8’iyle C’nin 7’sini
degistirirsek, hem C guclenmis hem de A zayiflamig olur, hem
de A-B ve B-C karsilasmalari bu degisimden etkilenmezler!
Cunkt B’nin bir sayisi 7’den kiigiikse, 8’den de kiigiiktiir;
8’den kiigiikse 7’den de kuguktir... Dedigimiz gibi yapalim ve
7’yle 8’in yerlerini degistirelim:

A: 3 S 7 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 8 10 15 17

Bu yeni zarlarda A-B, B-C ve C-A karsilasmalari hep aym
sonugla, 19-17 biter. Istedigimiz gibi A, B, C zar1 bulduk.

Okur herhalde ilk denememdeki A, B, C zarlarinin sayilarini
rastgele yerlestirdigime inanmiyordur. Okur inanmamakta hakl.
Ilk zarlar1 nasil buldugumu anlatayim.

Herhangi iki zarin 5-6, 7-8 gibi ardigik iki sayiy1 paylagma-
lar1 isime gelir. Hatta bunun bir degil iki ardisik say1 ¢ifti i¢in
boyle olmasi daha da iyi olur. Gerekirse birini, gerekirse dige-
rini giiclendirmek i¢in kullanirim. Boylece hatayi gidermem ko-
lay olur, ¢tinkii boylece diger iki karsilagmanin sonucunu degis-
tirmeden istedigim karsilasmanin sonucunu istedigim yonde
degistirebilirim. Bunu biliyorum. Dolayisiyla ilk denememde
bunu saglamaya calismaliyim. Sayilari zarlara soyle dagitalim:

B: 18
C: 15 | 17
A: 1 12 | 14 | 16
B: 4 11 13

C: 3 5 7 | 10

A: 6 8

B: 9

Yani soyle:
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A: 1 6 8 12 14 16
B: 2 4 9 11 13 18
C: 3 S 7 10 15 17
Bu zarlar aralarinda oynarlarsa her kargilasma 18-18 bera-
bere biter... Oysa ben - 6rnegin - A’nin B’yi yenmesini istiyo-
rum. 1’le 2’nin yerlerini degistirirsem, A’y1 giiclendiririm, B’yi
zayiflatirnm ve C’nin kargilagmalarinin sonuclarini degistir-
mem. Bu degistirmeyi yapacak olursam A-B kargilasmast iste-
digim gibi biter ve B-C ve A-C kargilasmalarinda bir degisiklik
olmaz. B-C kargilagsmasini B’ye kazandirtmak icin 4’le 5’in yer-
lerini degistireyim. Boylece B-C karsilagsmasini B kazanir ve A-
B karsilasmasini hala A kazanir, hem de ayni sonugla. Son ola-
rak, C-A kargilagsmasini C’ye kazandirtmak icin 7’yle 8’in yer-
lerini degistirebilirim. Sonug olarak su zarlar1 elde ederim:
A: 2 6 7 12 14 16
B: 1 S 9 11 13 18
C: 3 4 8 10 15 17
Ve su sonuglari elde ederiz:

A-B :19-17
B-C:19-17
C-A:19-17

Istedigimiz de buydu zaten. Ustelik her ii¢ zarin ortalama sayi-
st ayni: 57/6 = 9,5.

Ikinci Soru. Ayni seyi dort zarla yapmaya ¢alisalim. Ustle-
rinde 1’den 24’°e kadar tiim sayilarin bulundugu 6yle dort A, B,
C, D zar1 bulalim ki A-B, B-C, C-D ve D-A karsilasmalarinin
sonucu 19-17 olsun. Ayrica A-C ve B-D kargilagmalarinin so-
nucu 18-18 olsun!

Ikinci Sorunun Yaniti. Yukarda anlattigimiz yontemi dene-
yelim.
Zarlar ilk asamada soyle dagitalim:
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C: 24
D: 20 | 23
A: 1 16 19 | 22
B: 2 S 15 18 21
C: 3 6 9 14 17
D: | 4 7 110 13
A: 8 11
B: 12
Yani zarlarimizin ytizleri soyle olsun:
A: 1 § 11 16 19 22
B: 2 S 12 15 18 21
C: 3 6 9 14 17 24
D: 4 7 10 13 20 23
Karsilagmalarin sonuglarini da yazalim:
A-B:19-17
B-C:18-18
C-D :17-19
D-A:18-18
A-C:19-17
B-D : 19-17

Tam istedigimiz gibi olmadi ama pek uzak sayilmayiz. A-B

kargilasmasi tam istedigimiz gibi sonuglandi: 19-17. Ama 6bur

karsilasmalarin hicbiri istedigimiz gibi sonuclanmadi. Ikinci ve

ticincii karsilasmalara bakalim ilk olarak. Ikinci karsilasma
18-18 bitmis, oysa biz B’nin 19-17 kazanmasimi istiyorduk.
Demek ki B’yi C’den 1 say1 daha giiclii kilmaliyiz. Ugiincii kar-

silagsma 17-19 skoruyla D’nin lehine bitmis, oysa biz tam tersi-
ni istiyorduk. Demek ki C’yi D’den daha gii¢lii kilmaliyiz. Bu

isteklerimizi ilk iki stitunla oynayarak yerine getirebiliriz:

A: 1 § 11
B: 4 5 12
C: 3 7 9
D: 2 6 10

16
15
14
13

19 22
18 21
17 24
20 23
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Bu yeni zarlarla sonuglar soyle:

A-B :19-17
B-C:19-17
C-D :19-17
D-A : 18-18
A-C:19-17
B-D : 18-18

Dordiinct ve besinci kargilagsmalar hala daha istedigimiz gi-
bi degil. Ornegin A-C karsilasmasini iki say1 farkla A kazan-
mis. Oysa biz bu kargilasmanin 18-18 berabere bitmesini isti-
yorduk. Demek ki C’yi A’dan 1 puan giiclendirmeliyiz. Bunun
icin 7’yle 8’in yerlerini degistirelim. A-D kargilagsmasini da yo-
luna koymak i¢in 10’la 11’in yerlerini degistirelim. Iste zarlar:

A: 1 7 10 16 19 22

B: 4 S 12 15 18 21

C: 3 8 9 14 17 24

D: 2 6 11 13 20 23
Bu yeni zarlarla sonuglar soyle:

A-B:19-17
B-C:19-17
C-D :19-17
D-A : 19-17
A-C:18-18
B-D : 18-18

Tam istedigimiz gibi... Ayrica her zarin ortalamasi 75/6’dir
ve her oyuncu 19 + 19 + 18 say1 elde eder, yani averajda da
esitlik bozulmaz.

Yazinin baginda sordugum satrang sorusunun yanitini hala
daha bilmiyorum. Ama yukardaki bulgularim bana satrancta
“daha iyi oyuncu” iligkisinin bir tamsiralama olmadigini fisil-
diyor. Kimi oyuncu oyun basinda, kimi oyuncu oyun ortasin-
da, kimi oyuncuysa oyun sonunda iyi olabilir. Kimi oyuncu sa-
vunmada iyidir. Kimisi hirsli oyuncuya karsi daha iyi oynar...
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Bir satran¢ oyununu kazandiran (ya da kaybettiren) bir¢ok ele-
man oldugundan, “daha iyi satran¢ oyuncusu” iligkisinin bir
tamsiralama oldugunu hi¢ sanmiyorum.



2. Siralama

Ik boliimde her seyin siralanmayacagini gordik. Ama bu,
Ihigbir sey siralanmaz anlamina gelmez tabii ki. Bazi seyler

bal gibi siralanir. Ornegin OSS sinav sonuglarina gore geng-
lerimiz siralanabilirler, siralaniyorlar da...

Bu bolimde siralamanin matematiksel anlamini ve bir stiri
ornek gorecegiz. Matematiksel tanimi daha sonraya saklayarak
orneklerle baglayalim.

Ornek 2.0.1. Ilk 6rnegimiz dogal sayilar kiimesi ol-
sun. En kiigik dogal say1 0°dir, sonra 1 gelir, sonra 2, vs.
9 Herhangi iki dogal sayiy1 biiyiikliiklerine gore karsilasti-
8 rabiliriz. Ornegin 3 < 5. Ayrica § < 8. Dolayisiyla 3 < 8
7 vs. Dogal sayilar, herkesin bildigi tizere
6 0<1<2<3<4<5«<...
diye siralanmiglardir. Bu siralamanin en kiiciik eleman

5

.y vardir (o da 0’dir). Ama en biiyiik elemani yoktur, her do-
gal sayidan daha buyiik dogal say1 vardir ¢iinkii. Bu sira-

3 lamanin bir baska 6zelligi de her elemanin hemen bir bii-

2

yiigiintin olmasi, 25’in bir buytigi 26’dir 6rnegin. Ayrica,
1 bu siralamada, 0 disinda her elemanin bir o6ncesi de vardir.
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Dogal sayilarin bu siralamasina dogal siralama adini vere-
cegiz ve bu siralamayi (N, <) olarak gosterecegiz. Dogal sayila-
rin dogal siralamasini bir 6nceki sayfada solda resmettik. Kii-
cik elemanlar1 agsagiya, buyiik elemanlari yukariya yazdik.
Gorsel olarak hep boyle yapacagiz, kugiikleri asagiya, buyukle-
ri yukariya yazacagiz.

Ornek 2.0.2. Ikinci 6rnegimizde dogal sayilarda ahsik oldu-
gumuz siralamayi ters ¢evirelim: Bu sefer en kiiciik say1 (yani 0)
bu yeni siralamaya gore en “biiyiik” eleman olacak. Sayilari bir
sinavda yapilan yanlhs sayisi olarak yorumlarsak boyle bir sira-
lamanin neden gerekli olabilecegini anlariz. Bu kez 0 pu- 0
an alan (yani 0 yanlis yapan) en iyisidir, ondan daha iyisi

1
yoktur. 1 puan alan da fena degildir ama 0 puan kadar iyi

degildir. Bu siralamayi < isaretiyle gosterelim: 2
=5 =<4<3<2<1<0. 3
Bu yeni siralamanin en buytk elemani var, 0. Ama en @ 4

kuigiik elemani yok, her elemanin hemen bir kii¢ctigii var,

5
ornegin 5’in bir kii¢igii bu siralamaya gore 6. Ayrica 0 ¢
disinda her sayinin hemen bir biyigi var. Bu siralama- .

ya gore 5’in hemen bir buyugi 4’tiir. Yandaki sekilde bu

(o)

yeni siralamayi resmettik. En biiyiikk elemani en tepede
gosterdik, elemanlar kugildiikge asagilandilar. Asagi
dogru istedigimiz kadar gidebiliriz.

Dogal sayilarin dogal siralamasiyla karismasin diye bu yeni
siralamay1 < simgesiyle gosterdik. Dogal sayilar tistiindeki bu
yeni siralamaya gelecekte (N, <) olarak gonderme yapacagiz.

Dikkatli okur, bu siralamayla negatif tamsayilarin sirala-
masi arasinda biiyiik bir ayrim olmadigini gormistiir. Nitekim,
bildigimiz siralamayla, negatif tamsayilar, aynen bu 6rnekte ol-
dugu gibi,

e<5<4<-3<-2<-1<0.
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Ornek 2.0.3. Uciincii 6rnegimizi goniil islerinden secelim,
daha heyecanli oluyor. Diyelim Gul’in bes talibi var: Ayhan,
Burak, Can, Dogan ve Erdem. Giil, bu
bes talipten birini segmek i¢in delikan- b E
lilar1 sinavdan gegiriyor. En oncelikli B
kistasi zeka oldugundan 6nce talipleri-
ne satran¢ oynatiyor. Ayhan herkese A
yeniliyor, Burak hem Can’a hem de
Dogan’a yeniliyor. Zaman kalmadigindan baska da mac yapil-
miyor. Bu asamada Giil’tin siralamasini soyle gosterebiliriz:

A<B<C/ A<B<DveAcxE.
Burada A Ayhan’i, B Burak’i vs temsil ediyor elbette. Siralama-
y1 yukarda seklettik. En diisiik puan alan Ayhan’i en alt siraya
yerlestirdik.

Bu asamada Giil Erdem’le Burak arasinda bir kiyaslama ya-
pamiyor heniiz ama bu kiyaslayamama yukardakinin bir sira-
lama ya da kismi siralama olmasina engel olmayacak. (Mate-
matiksel tanim biraz sonra...)

Gul, Erdem’le Can ve Dogan’t da kiyaslayamiyor. Ama
Can’1 ve Dogan’1 Burak’a tercih ediyor.

Ornek 2.0.4. Dordiincii 6rnegimizde bir kiimenin altkiime-
lerini ‘kiigikten buyuge’ siralayacagiz. E bir kiime olsun (Ev-
ren’in E’si.) E’nin altkiimeleri kiimesine X diyelim. Ornegin

E=1{0,1,2}
olabilir. O zaman X’in su 8 elemani vardir:
%)

{0}, {1}, {2},
{0, 1}, {1, 2}, {0, 2}
(0,1, 2) = E.
Eger A, B € X ise, yani A ve B, E’nin altkimeleriyse, “A,
B’den kuguiktir” iliskisini A ¢ B olarak tanimlayalim. Yani A,
B’nin ozaltkiimesiyse (A < B ve A # B ise), o zaman A’nin
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B’den kiiciik oldugunu soyleyelim. Bu, birazdan tanimlayacagi-
miz anlamda bir siralamadir.

Bu siralamada, ti¢tincu siralamadaki gibi kargilastirilama-
yan elemanlar vardir. Ornegin X’in {0} ve {1} elemanlar: (yani
E’nin {0} ve {1} altkiimeleri) karsilastirilamazlar; birbirlerine
esit olmadiklar1 gibi ne biri digerinin ne de beriki 6btiriiniin
ozaltkiimesidir.

{0,1,2) = E

Bu siralamay1 E = {0, 1, 2} duru-
munda “asagidan yukari dogru” yan- 0, 1) 0,20 (1, 2)
daki gibi resmedebiliriz.

Gelecekte bu siralamaya (@ (E), <)
sirali ¢ifti olarak gonderme yapacagiz.
Burada, @ (E), E’nin altkiimeler kiime-

si, yani X anlamina geliyor.

Ornek 2.0.5. Gene dogal sayilari ele alalim. Eger x, y’yi
(dogal sayilarda) boluyorsa, yani xz = y esitligini saglayan bir z
dogal sayis1 varsa, ama x # y ise, x, y’den (su anda tanimlamak
tzere oldugumuz siralamaya gore) “kigiik” olsun. Yani bolen
sayilar kiigiik, bolinen sayilar biytik...

0, kendisi disginda hi¢bir sayiy1 bolmediginden (¢ciinkii z ne
olursa olsun 0z = 0 # y), 0°dan biiyiik say1 yoktur. Ote yandan
(0 dahil!) her say1 0’1 boldugiinden (¢uinkii xO = 0) her say:
0’dan kugiiktiir. Dolayisiyla dogal siralamanin en kiiciik ele-
mani olan 0 bu siralamanin en buytk elemanidir.

16 24 36 100 81 60 90 150 225
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1 her sayiy1 boldiigiinden, 1 bu siralamanin en kiigik ele-
manidir. Asal sayilar da 1’den “bir boy biuyuik” elemanlardir
elbette: 1’le bir asal say1 arasinda bu siralamaya gore bir bagka
eleman yoktur.

Bu siralamaya gore, bir p asalindan bir biiyiik elemanlar p2
ve bir g asali i¢in pq biciminde yazilan elemanlardir. Bu sirala-
manin kiictik bir parcasinin bir resmini yukarida sunduk.

Bolen sayilari agagiya, boliinen sayilari yukari yazdik, ayri-
ca bu iki sayiy1 bir dogruyla birlestirdik. Ancak sekil karigma-
sin diye, ornegin, 2 ile 36 arasina bir dogru ¢izmedik (bu yon-
temle ¢izilen sekle Hasse diyagrami denir.) 2°den 36’ya giden
en az bir yikselen yol oldugundan 2’nin (bu siralamaya gore)
36’dan kiigiik oldugu sekle bakinca anlagiliyor.

Bu siralamanin tanimi son derece basit ama kendisi de bir
o kadar karmagik. Yukardaki semaya bir de 7’yi eklerseniz bu
siralamanin ne kadar karmagik bir siralama oldugunu daha iyi
anlarsiniz, hatta sadece dordiinct kati tamamlamaya calisin...

Bir say1y1 asallara ayirarak sayinin 1°den yiiksekligini de he-
saplayabiliriz. Ornegin,

60 =22 x 31 x 51
oldugundan, 60’in yiiksekligi 2 + 1 + 1 = 4’tiir, yani 1’den bas-
layarak tam dort adimda 60’°a ulasabiliriz, 6rnegin
1-2-6-30-60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu siralamaya (N, I) olarak gonderme yapacagiz.

Ornek 2.0.6. Sonlu Kiimeler Uzerine Siralama. Her ne kadar
matematiksel degeri olmasa da, pedagojik 6nemi oldugundan az
sayida elemani olan kiimeler tizerine siralamalari bulalim.

Eger X boskiimeyse ya da X’in tek bir elemani varsa, X’te
kiyaslayabilecegimiz iki degisik eleman olamayacagindan bu
durumlarda yapacak bir sey yok, bu kiimeler iizerine sadece
tek bir siralama vardir: bossiralama denilen ve higbir elemanin
hi¢cbir elemanla kiyaslanmadig: tek bir siralama.
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Eger X’in iki elemani varsa, diyelim X = {a, b} ise, 0 zaman X
lUzerine asagida gorilen ti¢ degisik siralama vardir. Bunlardan son
ikisi birbirlerine ¢ok benzerler, birbirlerinden ‘gercekten farkls’ ol-

a ve b kiyaslanamaz,
bogsiralama
duklarini séylemek zor... Ilerde, “esyapisalligi” tanimladigimizda,
son iki siralamanin egyapisal olduklarini soyleyecegiz.
Simdi X’in ti¢ eleman:i oldugunu varsayalim. O zaman, X
uzerine 19 tane degisik ama sadece 5 tane “gercekten degisik”
yani “egyapisal olmayan” siralama vardir.

SUDEYICY

bogsiralama, bunlardan bunlardan bunlardan  bunlardan
bunlardan 6 tane var da 6 tane 3 tane var 3 tane var
1 tane var var

Eleman sayisi dorde cikarsa siralama sayisi ¢ok artar. Bun-
larin sayisini bulmayi okura birakiyoruz.

Sonlu siralama 6rneklerini saymazsak, yukarda beg sirala-
ma ornegi verdik. 1lk ikisi ve sonuncusunda dogal sayilar iic
degisik bicimde siraladik: (N, <), (N, <), (N, |). Birincisinde do-
gal siralamay1 aldik. Ikincisinde dogal siralamay: ters cevirdik.
Sonuncusunda ise siralamay1 bolunebilirlikle tanimladik. Go-
ruldigii gibi ayni kiime degisik bigimlerde siralanabiliyor.

Son dort ornekte de gorilebilecegi gibi illa iki farkl ele-
mandan birinin digerinden ki¢iik olmasi gerekmiyor. Bu du-
rum ilk iki 6rnekte zuhur etmiyor; bu siralamalarda birbirin-
den farkli herhangi iki elemani karsilastirabiliyoruz.
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Matematiksel Tanim. Ustiinde bir siralama tanimlayacagi-
miz kiimeye X diyelim. X’in elemanlarini bir bi¢imde sirala-
mak istiyoruz. Illa birinci, ikinci diye degil, ¢iinkii X te birinci
ya da ikinci olmayabilir.

Siralama dedigimiz sey, X’in bazi elemanlarinin X’in bazi
elemanlarindan daha kiigiik (ya da daha biyiik) olduklarini
buyurmaktir. Oylesine bir buyruk degil ama... Bu buyrugun su
iki ozelligi saglamasi gerekir:

S1. Hicbir eleman kendinden kiiciik olamaz.

S2. Eger x, y’den kiiciikse ve y de z’den kiiciikse, o zaman
x, 2’den kiiciik olmalidir.

Bu iki ozelligi saglayan ikili bir iliskiye stralama denir.

Eger “x, y’den kuigtiktiir” ifadesini x < y olarak kisaltirsak,
o zaman yukardaki S1 ve S2 kosullari1 su bi¢cimde yazilirlar:

S1. Hi¢bir x € X i¢in x < x olmaz.

S2. Her x, y, z € X icin, efer x <y ve y < g ise, x < 2’dirl.

Dikkat ederseniz herhangi iki elemanin karsilastirilabilece-
gini soylemiyor siralama kosullari, yani x’in y’den kiigiik olma-
dig1, y’nin de x’ten kiicitk olmadigi x # y elemanlar: olabilir. Bu
yuzden bu kosullar1 saglayan bir siralamaya kimi zaman kismi
swralama dendigi de olur.

Herhangi iki elemanin karsilastirilabildigi bir siralamaya,
yani S1 ve S2 diginda,

S.Herx,y e Xigcinyyax<yyay<xyadax=1y
kosulunu saglayan bir siralamaya tamsiwralama denir. Yazinin
basinda verdigimiz ilk iki 6rnek birer tamsiralamadir, son tig 6r-
nek ise tamsiralama olmayan kismi siralamalardir ¢tinkii son ti¢
ornekte karsilastirilamayan (ve esit olmayan) elemanlar vardir.

1 S1 ozelligine sahip bir ikili iliskiye yansumasiz iliski denir. S2 6zelligine sahip
bir ikili iligkiye ise gegiskenli ya da gecigli iliski denir, bkz. [SKK].
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Tamsiralamalar1 daha sonraki boliimlerde daha ayrintili
olarak konu edecegiz.

Bir siralamada < yerine kimi zaman < (dordiincti 6rnekte
oldugu gibi), <, C, < gibi bagka imgelerin kullanildig1 da olur.
Ornegin dogal sayilar tersten siraladigimiz ikinci 6rnegimizde
“dogal siralama”yla karigsmasin diye < yerine < imgesini kul-
lanmistik. Gene dogal sayilari siraladigimiz besinci 6rnegimiz-
de siralama bolunebilirlige gore tamimlandigindan, < yerine |
imgesini kullanmak yerinde bir karardi.

Eger bir siralamada x < y ise, y’nin (bu siralama igin) x’ten
daba biiyiik oldugunu soyleriz.

Bir siralamada hem x, y’den hem de y, x’ten kii¢iik olamaz,
¢uinkii o zaman S2’de z = x alarak, x < x buluruz ki bu da S1’le
celigir.

Eger < diye adlandirilan bir siralama verilmigse, elemanlar
arasinda esitligi de iceren ve genellikle < imiyle simgelenen iki-
li bir iligki soyle tanimlanir:

x<y<x<yyadax=y. (1)

T1. Her x € X icin x < x.

T2. Her x,y, z € X icin, efer x <y ve y < z ise, x < Z’dir.

T3. Her x, y € X icin, eger x <y vey<x ise, x =y esitligi
dogrudur.

< iligkisinin S1 ve S2’yi sagladigini varsayarak yukarida ta-
nimlanan < iligkisinin T1, T2 ve T3t kanitlayalm. T1 ve T2’nin
dogruluklar1 ¢ok bariz. T3’i kanitlayalim. x <y ve y < x olsun.
Eger x # y ise, < iligkisinin tanimina gore x <y ve y < x olur. Bun-
dan ve S2’den x < x cikar, ki bu da S1’le celisir.

Eger bir X kuimesi tizerine yukardaki T1, T2, T3 ozellikle-

X<y x<yvex#y (2)
olarak tanimlarsak, o zaman < iligkisi S1 ve S2 6zelliklerini sag-
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lar, dolayisiyla bir siralama olur. Bunun kaniti ¢cok basittir ve
okura birakilmistir.

Kolayca gorulecegi tizere S1 ve S2 6zelligini saglayan bir si-
da bir esleme vardir. Birinden digeri agiklanan yontemlerle el-
de edilir. Ve agiklanan yontemler iki kez uygulandiginda basla-
< siralamasindan baslarsak ve bu siralamaya once (1), sonra da
(2) yontemini uygularsak basladigimiz < siralamasini buluruz.
Ayrica eger T1, T2 ve T3 o6zelliklerini saglayan bir < iligkisin-
den baglarsak ve bu iliskiye once (1), sonra da (2) yontemini
uygularsak basladigimiz < iligkisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 ozelliklerini saglayan bir siralamayla T1,
T2 ve T3 ozelliklerini saglayan bir ikili iliski arasinda pek bir
fark yoktur. Bu yiizden bundan boyle T1, T2, T3 ozelliklerini
saglayan bir ikili iliskiye de szralama diyecegiz. Eger siralamayi
<, <, c, C, < gibi bir simgeyle tanimlarsak, siralamanin S1 ve S2
ozelliklerini sagladigini, ama eger siralamay1 <, =, <, <, &, < gi-
bi bir simgeyle tanimlarsak T1, T2, T3 ozelliklerini sagladigin
varsayacagiz2.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < siralamasinin bir
tamsiralama olmasi igin,

T.Herx,y e Xicinyyax<yyaday<x
ozelliginin saglanmasi yeter ve gerek kosuldur elbette.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < siralamasinda eger
x <y ise, “x, y’den kiigiikesittir” ya da “y, x’ten biiyiikesittir”
diyecegiz.

Eger bir siralama verilmisse, >, 2, «, #, &, #, <, *+ gibi an-
lami1 bariz olan ve alisik oldugumuz simgeleri hi¢ ¢cekinmeden
kullanacagiz. Ornegin:

2 Arife not: Kategori teorisinde bu dedigimiz dogru degildir. Eger siralama tamsi-
ralama degilse, esyapi fonksiyonlarinda sorun ¢ikar.
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X>yoy<x
X2y ys<x
x #y< x 2y dogru degilse
x €y < x < ydogru degilse
Dikkat! Eger (X, <) bir tamsiralama degilse, x « yillax >y
anlamina gelmeyebilir, ¢linkii x ve y karsilastirilamaz da olabi-
lirler.
Dort sayfayi asan bir 6rnek ve tamim faslindan sonra boli-
miin kalan kisminda siralamalarin bazi 6zelliklerini ve bazi si-
ralama Ornekleri gosterecegiz.

2.1. Daha Matematiksel Bir Deyisle...
Siralamanin asil matematiksel tanimi soyledir. X bir kiime
olsun. A ¢ X x X,

S1. Her x € X icin (x, x) ¢ A,
S2. Her x, y, z € X icin, eger (x,y) € Ave (y,2) € A
ise 0 zaman (x, z) € A olur

ozelliklerini saglayan bir altkiime olsun. O zaman A’ya X tize-
rine bir szralama denir ve bu siralama (X, A) olarak yazilir.

X tuzerine bir ikili iliski sadece X x X’in bir altkiimesidir
[SKK, SI]. Demek ki bir siralama S1 ve S2 6zelliklerini saglayan
bir ikili iligkidir.

Eger (X, A) bir siralamaysa, sik sik (x, y) € A yerine x <y
gibi sezgilerimize daha fazla hitap eden ve daha fazla anlam
ima eden bir yazilim kullanilir. O zaman siralama (X, A) yeri-
ne (X, <) olarak yazilir.

Bu tanimdan da anlasilacag: tzere, eger A = & ise S1 ve S2
ozellikleri dogru olur ve boylece hicbir elemanin higbir elemanla
karsilastirilmadigi bogsiralama adi verilen (X, &) siralamasini el-
de ederiz. Bossiralamaya kararsiz siralama adini da verebiliriz.
Zaten tek bir elemani olan bir kiime tizerine sadece bogsiralama
olabilir. Hayatta bogsiralamadan daha ilging siralamalar vardir.
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Aligtirma 2.1.1. X bir kiime olsun. Eger (X, A) ve (X, B) si-
ralamalarsa ve A sub B ise, (X, B) siralamasimin (X, A) sirala-
masindan daha biyiik oldugunu soyleyelim. X tizerine bir tam-
siralamanin, A’nin en biyiik oldugu (X, A) siralamasi oldugu-
nu kanitlayn.

2.2. Eskilerden Yeni Siralamalar Tiiretmek
Bu altbolumde bir siralamadan nasil bagka siralamalar elde
edilecegini gorecegiz.

2.2.1. Bir Siralamay1 Ters Cevirmek. Ikinci 6rnegimiz olan
(N, <) siralamasinda birinci 6rnegimiz olan (N, <) siralamasini
ters cevirmistik, birinci 6rnekte buiytik olan elemanlar ikinci 6r-
nekte kiigiik olmusglardi. Genel olarak, herhangi bir siralamay:
ters gevirerek yeni bir siralama elde edebiliriz: Eger <, X kiime-
si tizerine bir siralamaysa, x < y iligkisini y < x olarak tanimla-

c a

a Cc

Bir siralama ve onun ters cevrilmis hali

yalim; o zaman < de X tizerine bir siralamadir. Bu iki siralama
arasinda kaydadeger bir fark oldugunu séylemek zor, biri bilin-
di mi digeri de bilinir. Ornegin birinin en kiigiik elemani varsa
digerinin en biiyiik elemani vardir vs.

2.2.2. Sirali Bir Kiimenin Bir Altkiimesini Siralamak. Sirali
bir X kiimesinin bir Y altkiimesi verilmisse, X’in siralamasini
Y’ye kisitlayarak Y’yi de siralayabiliriz, yani Y kiimesi X tist-
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X

Bir siralama ve bir altkiimesi

kiimesinin siralamasiyla siralanir. X’in siralamasini sadece
y
Y’nin elemanlarina kisitlamak yeterlidir bunun i¢in. Bu durum-
da Y’nin siralamasinin X’in siralamasindan miras kaldig: va
y
da X’in siralamasinin kalintist oldugu séylenir. Ornegin Z’nin
dogal siralamasi hem Q’niin hem de R’nin dogal siralamasinin
g g
kalintisidir. N’nin dogal siralamasi da hem Z’nin hem Q’niin
hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir.
g
Y’ nin bu siralamasina X’in altsiralamas: denir.

2.2.3. Yeni Bir Eleman Eklemek. Eger bir (X, <) siralamasi
verilmisse ve a, X’te olmayan bir elemansa, X U {a} kiimesini
X’in siralamasini bozmayacak sekilde cesitli bicimlerde sirala-
yabiliriz. En kolay1 ve en ¢ok kullanim alani bulani @’y1 en te-
peye koymaktir, yani a’y1 en buiyiik eleman yapmaktr. X U {a}
kiimesinin bu siralamasinda, X’in eski diizeni aynen korunur,
bir de ayrica a’nin X’in tim elemanlarindan daha biytik olaca-
g1 buyrulur. Yani her x, y € X U {a} i¢in,

{x,y e X ve (X, <) siralamasinda x <y ya da
X<y
xeXvey=a
tanimi yapilir.

Bir sonraki sekilde X’in en tepesine eleman eklemeyi res-
mettik.

a elemani yukardaki gibi X’in tepesine eklendiginde a yerine
oo yazmak fena fikir olmayabilir ama bu fikri kullanmayacagiz.
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Siralanmug bir X kiimesinin tepesine bir eleman eklemek
a’y1 X’in tepesi yerine bagka bir yerine de ekleyebiliriz. Orne-
gin X’in iginde su ozellikleri saglayan U ve V kiimeleri oldugunu
varsayalim: U U V = X ve U'nun her elemani V’nin her elemanin-
dan kiu¢tk. Simdi a’y1 U ile V arasina koyalim, yani a’y1 U’nun

‘V, a X U {a)

1//\\7/ , 0

A

a’y1 U ile V arasma koymak

her elemanindan biiyiik ve V’nin her elemanindan kigtk yapa-
lim. X U {a} kiimesi tistiinde yeni bir siralama elde ederiz. Boyle-
ce a elemani diger butiin elemanlarla kargilastirilabilir olur.

Aslinda a’y1 en tepeye koymak bunun 6zel bir halidir: Eger
yukardaki ingsada U = X ve V = & alirsak, a’y1 en tepeye koy-
musg oluruz.
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Yeni bir siralama elde etmek icin illa U V = X esitligi sag-
lanmasi gerekmez. Bu esitlik gegerli olmadan da a’y1 U ile V ara-
sina koyabiliriz. Gene bir siralama elde etmek i¢in U ve V’nin
saglamasi gereken gerek ve yeter kosulu bulmayi okura biraki-
yoruz.

Bunun bir bagka varyasyonu soyledir: x € X ve

V=a{yeX:x<ylveU={ye X:y2x}
olsun. Simdi a’nin V’nin elemanlarindan ki¢iik ve U’nun ele-
manlarindan biiyiik oldugunu buyuralim. Boylece a’y1 x’ten he-
men sonra koymus oluruz. Bunun resmi de asagida.

X U {a)

@’y1 x’ten hemen sonra koymak

2.2.4. Iki Siralamay1 Toplamak. (U, <) ve (V, <) iki sirala-
ma olsun. U ile V’nin ayrik olduklarini, yani kesisimlerinin bos
oldugunu varsayalim. Simdi, U ve V’de varolan siralama disin-
da yeni herhangi bir siralama eklemeden U U V kiimesini sira-
li bir kiime olarak algilayabiliriz. (U UV, <) olarak simgeleye-
cegimiz bu siralamada U’nun elemanlariyla V’nin elemanlari
birbirleriyle kiyaslanamazlar.
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Eger U ve V kiimeleri ayrik degillerse ve illa U ve

6 6’
V ile yukardaki insayir yapmak istersek, once bu iki
kiimeyi bir bicimde “ayriklastirmak” gerekir. Bunun 590
4 ¢4

standart yolu U yerine U x {0}, V yerine V x {1} yaz-
maktir. Ayrica U ve V’nin siralamalarini bozmadan 3 ¢ 3
U x {0} ve V x {1} kiimelerine taginir. Eger bu ¢ok

2 2
mesakkatli geliyorsa, V’nin elemanlarina (U’nunkile-
re degil!) v yerine v adim verilir. U = V = N duru- ¢! ¢!
munda bunun resmini yanda yaptik. 0 o0

U U V bilesimini (kiimeler hala ayrik) soyle de si- NUN
ralayabiliriz. U ve V’nin varolan siralamasini kabulle-
nip ayrica U'nun her elemanini V’nin her elemanindan kiicitk
addedebiliriz. U U V kiumesi tizerindeki bu siralamaya U + V
olarak gosterilir. Resmi agagida.

\4
ST
o | PV,
U ve V siralamalari U+V

N + N siralamasi 6nemlidir. Asagida bu siralamay1 goster-
dik, ancak yerden kazanmak icin N + N siralamasini asagidan
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yukariya degil, soldan saga yazdik. Zaten ilerde de elemanlari
kuigtikten biiytige yazarken soldan saga yazacagiz.

2.2.5. Fonksiyonla Siralama. (Y, <) bir siralama, X bir k-
me ve f : X = Y herhangi bir fonksiyon olsun. X tizerine su <

x1 < xy < flxg) < flx2)
olsun. Bu, kolayca kanitlanabilecegi tizere X tizerine bir sirala-
ma tanimlar.

Dikkat: Tanimi

x1 S xy = flxg) < flx)
olarak yapsaydik, eger f birebir degilse, bu tanim bir siralama
tanimlamazdi; cinkii x; # x,, i¢in f(xq) = f(x,) olursa, o za-
man, x; < x, ve x, < x; olur ama x; = x, olmaz.

Ornek 2.2.5.1. E bir kiime olsun. X, E’nin sonlu altkiime-
leri kiimesi olsun. x4, x, € X icin,
X1 <Xy <= lel < |.7C2|
iligkisi (Ixl, x altkiimesinin eleman sayisidir) X tizerine bir sira-
lama tanimlar. Bu siralama (X, <) siralamasindan daha “ince”
bir siralamadir ¢tinkii eger x; < x, ise xq < x,’dir. E = {1, 2, 3}
durumunda her iki siralamanin resmi asagida.

{0,1,2) = E

Ornek 2.2.5.2. X = Z olsun. x4, x, € Z igin,
x1 C xy < Iyl < Ixsl
iligkisi (Ixl, x sayisinin mutlak degeridir) Z tizerine bir siralama
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tanimlar. Resmi asagida olan ve buyiikligiin mutlak degere go-
re Ol¢uldugi bu siralamaya gore, 6rnegin, —3, 2’den daha bu-
yuktlr, yani 2 T —3’tiir. Ama bu siralamada, mutlak degerleri
ayni olan sayilar kargilagtirilmaz.

l7 ——m >

N
-6 6 6
-5 5 5
—4 4 4
-3 3 3
-2 2 2
-1 1 1
0

0

2.2.6. Alfabetik Siralama. En ¢ok kullanilan ve en yararl si-
ralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer siralama olsun. X x Y
kartezyen ¢arpimui tizerine su siralamayi koyalim: x4, x, € X,
yis ¥, € Y icin,

(x1, ¥1) < (x2, ¥2)
ancak ve ancak
xy<x,yadax;=x,vey; <y,
ise. Bunun S1 ve S2 kosullarini saglayan bir siralama oldugu-
nun kanitin1 okura birakiyoruz. (Mutlaka yapilmali!) Bu sira-
lamaya alfabetik siralama adi verilir.

Neden alfabetik siralama dendigi anlasilmis olmali: Once
ilk koordinata (ilk harfe!) gore siraliyoruz. Sonra ikincisine go-
re... Ugiincii harfimiz olsaydi, bu siralamaya devam edebilirdik.

Bu siralamada bir (x, y) ciftinin yerini saptamak icin once
x’e bakilir. x ne kadar kiiciikse (x, y) de o kadar kiigiiktiir. Eger
birinci koordinatlar esitse, o zaman ikinci koordinatlara bakilir.
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Birkag¢ ornek vermekte yarar var. (X, <) = (Y, <) = (N, <)
olsun. Bu siralamaya gore (5, 0) > (4, 100) > (4, 5) > (4, 0) >
(3, 1000) > (2, 1) > (2, 0) > (1, 5) > (0, 600) > (0, 1) > (0, 0)

olur.

—_—
N x N 1zgarasmin elemanlari saga ve yukar: gittikce biiyiirler.

Ikinci siitunun tiim elemanlari birinci siitunun tiim elemanlarindan
daha biiyiiktiir. Ugiincii siitunun tiim elemanlari ikinci siitunun
tiim elemanlarindan daha biiyiiktiir.

(0, 0) bu siralamanin en kiciik elemanidir. Bu elemandan
bir sonra gelen eleman (0, 1)’dir. Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir.
Tum (0, n)’ler bittikten sonra (!) ilk gelen eleman (1, 0)’dir. Bu-
nun ardindan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n) tiiriinden ele-
manlar bittikten sonra (2, 0) elemani gelir ve siralama boylece-
ne sirer gider.

N x N 6rneginde her elemandan hemen sonra gelen bir ele-
man vardir: (n, m) elemanindan hemen sonra (7, 7 + 1) elema-
m gelir. Ayrica (n, 0) tiiriinden elemanlar diginda her elemanin
hemen bir 6ncesi vardir: Eger m = 0 ise, (n, m)’den hemen 6n-
ce gelen eleman (1, m — 1) elemamdir.

Aligtirmalar X Y
2.2.6.1. Eger X ve Y siralamalar1 yan-
daki gibiyse X x Y alfabetik siralamasini
bulun.
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Asagidaki alistirmalar matematiksel ifade edilmemigseler de
okur siralamalar1 kavramaya ¢alisarak ne sorulmak istendigini
anlayabilir.

2.2.6.2. X herhangi sirali bir kiime olsun. {0, 1} kiimesini 0
< 1 olarak siralayalim. X x {0, 1} alfabetik siralamasiyla X + X
siralamasinin bir anlamda “ayn1” siralama olduklarini gosterin.

2.2.6.3. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, N’yi de dogal sira-
layalim. N x {0, 1} siralamasiyla N siralamasi arasinda “pek
fark olmadigini1” gosterin.

2.2.6.4. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, {a, b} kiimesi de bos-
siralansin. {0, 1} x {a, b} alfabetik siralamasiyla {a, b} x {0, 1} si1-
ralamasinin ayri siralamalar olduklarini gosterin.

2.3. Siralamalarin Ozel Elemanlar:

2.3.1. En Kiigciik ve En Biiyiik Elemanlar. Bir siralamada en
kiigtik ya da en biiyiik eleman olabilecegini de olmayabilecegi-
ni de gordiik. N’nin dogal siralamasinin en kiigiik elemani var-
dir ama en biiytik elemani yoktur. Bunun ters yiiz edilmisi olan
(N, <) siralamasinin en buiytuk elemani vardir (0’dir) ama en kii-
ciik elemani yoktur. Z’nin dogal siralamasinin ne en kiiciik ne
de en biiyiik elemani vardir. Ote yandan (¢ (E), <) siralamasi-
nin hem en kiiciik (&) hem de en buytik (E) eleman: vardir.

X, E’nin sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. X’i < iligkisine
gore siralayalim, yani (X, <) siralamasina bakalim. Eger E son-
suz bir kiimeyse, bu siralamanin en buiyiik elemani yoktur, ¢iin-
ki herhangi bir sonlu A kiimesine E’den A’da olmayan bir ele-
man eklersek, A’dan daha biyiik bir kiime elde etmis oluruz.

(Z,1) siralamasinda 0 en buytk elemandir ama (Z \ {0}, |) s1-
ralamasinin en buyuk eleman: yoktur.

Matematiksel tanim soyle: Bir (X, <) siralamasinin en biiyiik
elemam “her x € X i¢in x < a” 6zelligini saglayan bir a € X ele-
manidir. En kiiciik eleman benzer bigimde tanimlanir. Eger A <
X ise A’nin en buyiik elemani “her x € A i¢in x < a” oOzelligini
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saglayan bir a € A elemanidir. Burada a’nin A’da olmasi 6nem-
lidir. Ornegin X = R (dogal siralamayla) ve A = (0, 1) aralig1 ise,
A’nin en buiyiik elemani yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’nin en bu-
yuk elemani vardir. A’nin en kiiciik elemani benzer bicimde ta-
nimlanir.

A’nin en buytik elemani (eger varsa) bir tanedir, ¢iinkii a ve
b, A’nin en biiyiik elemanlariysa hem @ < b hem de b < a esit-
sizlikleri gegerli oldugundan a = b olur.

Alistirmalar
2.3.1.1. X ve Y siralamalarinin en buytk elemanlar1 varsa,
X x Y alfabetik siralamasinin da en biiyiik elemani oldugunu
gosterin.
2.3.1.2. X x Y alfabetik siralamasinin en buiyiik eleman:
varsa, X ve Y siralamalarinin da en biiyiik elemanlar1 oldugu-
nu gosterin.

2.3.2. Maksimal ve Minimal Elemanlar. A’nin maksimal
elemanlar1 her x € A i¢in x * a 6zelligini saglayan a € A ele-
manlaridir. Yani @’nin A’nin maksimal elemani olmasi igin,
A’da a’dan biiyiik eleman olmamali, ama yukaridakinin tersi-
ne, bu sefer A’da a ile karsilastirilamayan elemanlar olabilir.
Burada da, bir 6nceki tanimda oldugu gibi, a’nin A’da olmasi
gerektigine dikkatinizi ¢ekerim.

maksimal elemanlar: en biiyiik eleman: a
a) b’ C, d’ e’ f
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En biiyik eleman, eger varsa, tek maksimal elemandir.
Ama asagidaki sekildeki 6rnekte de gorulecegi tizere maksimal
elemanlardan birka¢ tane olabilir.

Bir tamsiralamada en biiyik elemanla maksimal eleman
arasinda fark yoktur ve bu durumda en biiyiik eleman max A
olarak gosterilir.

A’nin minimal elemanlari benzer sekilde tanimlanirlar.

Sonlu bir sirali kiimede mutlaka minimal ve maksimal ele-
manlar olmak zorundadir.

(Z \ {1}, ) siralamasinin en kiigiik elemani yoktur. Ama bu
siralamada asal sayilardan daha kii¢iik eleman olmadigindan,
asal sayilar bu siralamanin minimal elemanlaridir.

2.3.3 Hemen Sonraki ve Hemen Onceki Elemanlar. (X, <)
bir siralama ve x € X olsun. Verdigimiz tum o6rneklerde, bel-
ki son eleman diginda, her elemandan hemen sonra gelen en az
bir eleman vardi. Ornegin boliinmeyle tanimlanmis Ornek
2.0.5’te hem 4, hem 6, hem de 10 sayilar1 2’den hemen sonra
gelen elemanlar. Ama (Q, <) ya da (R, <) siralamalarinda hig-
bir elemandan hemen sonra gelen bir eleman yoktur, ¢tinku
her a < b igin, ornegin,

a<(a+b)2<b
esitsizlikleri saglanir. ( g (E), <) siralamasinda E disinda her ele-
mandan hemen sonra gelen bir (ya da daha ¢ok) eleman vardir.

Eger x € X ise, (x, o) kiimesini

(x,0)={y e X:x <y}

olarak tamimlayalim. (Burada, o, yepyeni bir simgedir; X’te oo
diye bir elemanin olmadigini varsayiyoruz.) O zaman x’ten he-
men sonra gelen elemanlar (x, o) kiimesinin en kiigik eleman-
laridir. Yani bir y € X elemani eger x < y esitsizligini sagliyor-
sa ve hi¢cbir z € X i¢in x < z < y esitsizlikleri saglanmiyorsa, o
zaman vy, x’ten hemen sonra gelen elemanlardan biridir. Bir
sonraki seklin agiklayaci oldugunu saniyoruz.
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@’dan hemen sonra gelen elemanlar: b, ¢, d

Eger x’ten hemen sonra gelen eleman bir taneyse, bu ele-
man x* olarak yazilir. x’ten hemen once gelen elemanlar ben-
zer bicimde tanimlanirlar.

Eger bir siralamada her a < b igin, a < ¢ < b esitsizliklerini
saglayan bir ¢ elemani varsa o zaman bu siralamaya yogun sira-
lama denir. Q ve R’nin dogal siralamalari yogun siralamalardir
ama N ve Z’nin dogal siralamalar1 yogun siralamalar degildir.
(¢ (E), ) siralamasi da yogun bir siralama degildir, 6rnegin,
eger a € E ise, D ile {a} arasinda bir baska eleman yoktur.

Yogun siralamalarda hi¢bir zaman bir elemandan hemen
sonraki ya da bir elemandan hemen 6nceki elemanlar olmaz.
Ama yogun bir siralamada en kiiciik ya da en biiyiik elemanlar
olabilir; 6rnegin [0, 1] kapali araligi (dogal siralamayla) boyle
bir siralamadir.

2.3.4. Ustsinir ve Altsinir. (X, <) bir siralama olsun. A, X’in
bir altkiimesi olsun. A’nin tiim elemanlarindan biuylikesit olan
X’in bir elemanina A’nin #ststmrr adi verilir. Demek ki b’nin
A’nin bir tstsinir1 olabilmesi icin her a € A i¢in a < b esitsizli-
gi saglanmalidir. Altsinir benzer bicimde tanimlanir.

Birkag 6rnek verelim. X = R (dogal siralamayla) olsun. 1 ve
1’den buytk her gergel sayi hem [0, 1] hem de (0, 1) araliklari-
nin Gstsiniridir. Ama 6rnegin R’de Z’nin tstsinir1 yoktur.

(Z,1) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse, A’daki sayi-
larin en kigiik ortak ¢arpimina boliinen her sayt A’nin bir tst-



2. Siralama 33

siniridiry en kuciik ortak ¢arpim da en kiiciik tistsinirdir. Bu si-
ralamada sonsuz kiimelerin ustsinir1 0°dir. Ancak (Z \ {0}, |) s1-
ralamasinda, sonsuz altkiimelerin tistsinir1 yoktur.

Simdi ornek olarak (¢ (E), <) siralamasini ele alalim. A, B
c E olsun, yani A, B € @(E) olsun. O zaman {A, B}, ¢ (E)’nin
bir altkimesidir. E’nin, hem A’y1 hem de B’yi (altkiime olarak)
iceren bir altkiimesi, yani E’nin A U B’yi iceren bir altkiimesi
{A, B}’nin bir tstsiniridir. A U B de {A, B} altkiimesinin bir ust-
siniridir ve Ustsinirlarin en kicugidur.

A U B’yi igeren altkiimeler

(¢ (E), c) siralamasinda g (E)’nin her altkiimesinin bir tist-
sinir1 vardir. E bunlardan biridir elbette. (Bir siralamanin en
buyiik elemani her altkiimenin ustsiniridir elbette!) Eger ¢,
% (E)’nin bir altktimesiyse, o zaman E’nin U, , A altkiimesi
ve bu altkiimenin her tistkiimesi .7’ nin bir tstsiniridir. Elbet-
te, Use (A, A’ nin tstsinirlariin en kigugudr.

E Uy e ., A kiimesini altkiime olarak igeren

E’nin B altkiimeleri kiimesi, yani .</’nin
ustsinirlar: kiimesi

2.3.5. En Kiiciik Ustsinir. (X, <) bir siralama olsun. A, X’in
bir altkiimesi olsun. A2, A’nin tstsinirlari kimesini temsil etsin:
A2={x € X:hera e Aicina<x}.
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Eger x € X icin, [x, o) kiimesini
[x,0) ={y e X:x<y}
olarak tanimlarsak,

AZzﬁaeA[aaoo)

olur.

A ve A’nin tstsinirlart kiimesi A%

Az kiimesinin en ki¢iik elemanina (eger varsa) A’nin en kii-
ciik tiststnirt ad1 verilir. Demek ki A’nin en kiiciik Gstsiniri, her
seyden once A’nin bir tstsiniridir ve ayrica A’nin tim dstsinir-
larindan kiictikesittir.

A’nin en kiiciik iistsinir, eger varsa, bir tanedir, ¢iinki hem
a hem de b, A’nin en kiiciik tistsinirlariysa, o zaman hem a < b
hem de b < a olur, yani a = b olur.

A’nin en kiiciik Gstsinirt sup A olarak gosterilir. En buyiik
altsinir benzer bigimde tanimlanir ve inf A olarak gosterilir.

A’nin en buytik elemani varsa o zaman bu eleman A’nin en
kiiguik tstsiniridir. Ayrica eger A’nin en kuguk tistsinirt varsa
ve A’daysa, o zaman bu eleman A’nin en biiyiik elemani olmak
zorundadir.

(N, <) ve (Z, <) siralamalarinda, tstsiniri olan ve bos olma-
yan her altkiimenin en kiigik tistsinirt vardir, ancak ayni sey
(Q, <) siralamast igin dogru degildir. Ornegin,

A={xeQ:x<\V2}cQ
ise A’nin ustsinirlart vardir (6rnegin §) ama A’nin en kigik
tistsinirt yoktur, ciinkii V2 kesirli bir say1 degildir. Ote yandan,
A={xeQ:x<5cQ

kuimesinin Q’deki en kucuik tstsinir1 5’tir.
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(R, <) siralamasinda tstsiniri olan ve bos olmayan her altkii-
menin bir en kiigiik iistsinir1 vardir. Bunu [SI]’de kanitladik.

(Z, 1) siralamasinda, eger A sonlu bir kimeyse, A’daki sayi-
larin en kuguk ortak carpimina (ekok) boliinen her say1 A’nin
bir tstsiniridir ve en kiiciik ortak ¢arpim bu sonlu kiimenin en
kuguk ustsiniridir. 0 her altkiimenin tstsiniridir. Sonsuz altkii-
melerin iistsinir1 0°dir. Ote yandan (Z \ {0}, |) siralamasinda
sonsuz kiimelerin en kii¢iik Gistsinir1 yoktur ¢inkii bu siralama-
da sonsuz kuimelerin tistsinir1 yoktur.

2.4. Siralamalarin Esyap1 Fonksiyonlari

(X, <) ve (Y, <) iki siralama olsun. Eger X’ten Y’ye giden

bir f fonksiyonu her x{, x, € X i¢in,

x1 < xy < flxg) < flxa) (1)
kosulunu sagliyorsa, yani siralamaya saygi duyuyorsa, o zaman
f’ye (siralamalarin) esyap: fonksiyonu adi verilir. Bu fonksi-
yonlara mutlak artan fonksiyonlar da denir.

Bir esyap1 gondermesi birebir olmak zorunda degildir. Orne-
gin X = {a, b} bossiralamayla siralanmigsa ve Y = {c} ise, X ten
Y’ye giden sabit ¢ fonksiyonu yukardaki kosulu saglar ama bire-
bir degildir elbet. Asagida birebir olmayan bir baska esyap1 fonk-
siyonu Ornegi var. Bu 6rnekte f(a) = x <y = f(b) = f(c).

X — Y

Yukardaki 6rnekten de goriilecegi tizere, bir f esyapi fonk-
siyonu, her x, x, € X icin,
x1 Sxp < flxg) < flxg) (2)
kosulunu saglamayabilir.
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Ote yandan (2) kosulunu saglayan bir f fonksiyonu, ki bun-
lara artan fonksiyonlar denir, birebir olmalidir. Nitekim, eger
F1) = flxy) ise, hem f(x;) < f(xy) hem de £(x,) < f(x,) oldugun-
dan, hem x; < x, hem de x, < x; kosullari saglanir; dolayisiyla x;
= x, olmak zorundadir. Dolayisiyla eger f fonksiyonu (2) kosu-
lunu sagliyorsa (1) kosulunu da saglar.

Bu asamada fikir degistirip bir esyapi fonksiyonundan (1)
yerine daha gi¢li olan (2) kosulunu saglamasini isteyebiliriz.
Soyle de yapabiliriz: (1) kosulunu saglayanlara <-esyap: fonk-
siyonu, (2) kosulunu saglayanlara <-esyap: fonksiyonu diyebi-
liriz. Demek ki <-esyap1 fonksiyonlar1 <-egyap1 fonksiyonulari-
dir ama bunun tersi dogru degildir. Hangisinin sézkonusu ol-
dugu bilindiginde kisaca esyap1 fonksiyonu diyecegiz. (Asagida
gorecegimiz tizere tamsiralamalarda boyle bir ayrim yapmak
gereksizdir.)

Esyap1 fonksiyonlarinin birkag 6zelligi:

a. Iki esyap1 fonksiyonunun bileskesi bir esyap1 fonksiyonu-
dur.

b. Ozdeslik fonksiyonu Idy, X’ten X’e giden bir esyap1
fonksiyonudur.

c. Eger f bir esyapi eslemesiyse (yani birebir ve ortense), o
zaman f-1 de bir esyap1 fonksiyonudur.

Bunlarin kolay kanitini okura birakiyoruz.

Eger X bir tamsiralamaysa, X’ten Y’ye giden bir <-esyapi
fonksiyonu birebir olmak zorundadir. Nitekim f(x;) = f(x,) ol-
sun. Eger x; < x, ise f(x;) < f(x,) olur ve bu bir ¢eliskidir. Eger x,
< xq ise benzer sekilde bir geligki elde edilir. Demek ki x; = x, . Ay-
rica birebir bir <-esyap1 fonksiyonu bir <-esyap1 fonksiyonu ol-
mak zorundadir. Bunun kanitini okura birakiyoruz. Demek ki
tamsiralamalarda bu iki kavram arasinda bir ayrim yok. Dola-
yistyla X bir tamsiralama oldugunda iki kavram oOrtisiir.

Esyap1 eslemeleri bir siralamayr aynen kendisine benzeyen
bir siralamaya gotiirler, yani eger f : X — Y bir esyap1 esleme-
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siyse, X’in siralamasiyla Y’nin siralamasi, elemanlarinin adlar
disinda aynidir. Bu iki siralamanin elemanlarinin adlarin siler-
sek arada bir fark goremeyiz. Aralarinda esyapi eslemesi olan
siralamalara esyapisal siralamalar diyecegiz. Ornegin, eger f
bir esyapi eslemesiyse,

a) X’in bir en kugiik elemani varsa ve bu eleman a ise, Y’nin
de en kugiik elemani vardir ve bu eleman f(a)’dir.

b) x’in bir sonraki elemani varsa f(x)’in de bir sonraki ele-
mani vardir ve f(x*) = f(x)* esitligi saglanir.

c) Her x € X icin f(x, ) = (f(x), ) esitligi saglanir.

d) Eger A < X ise ve sup A varsa, sup f(A) da vardir ve
f(sup A)’ya esittir.

Eger X = Y ve siralamalar ayniysa, esyapi eslemesi yerine
ozyapr eslemesi denir. Basit bir 6rnek olarak asagidaki sirala-
manin 6zyapi eslesmelerini bulalim.

1 ve 1’ elemanlarini sabit tutarak ama 5, 6 ve 7 elemanlarini,
3 ve 4 elemanlarini, 57, 6’ ve 7' elemanlarini, 3', 4’ elemanlarim
kendi aralarinda diledigimiz gibi degistirerek

3! x 2! x 3! x 2! =144

tane esyapi eslesmesi elde ederiz. Ayrica sagdaki ve soldaki par-
calar1 tahmin edilebilecegi bicimde (7’yi #’ elemanina ve 7’ ele-
manini 72’ye yollayarak, bu eslesmeye t diyelim) degis tokus ede-
biliriz. Boylece toplam 144 x 2 = 288 tane esyapi eslesmesi elde
ederiz. Baska da esyap1 eslesmesi yoktur. Bunu kanitlayalim. o,
boyle bir esyapi eslesmesi olsun. O zaman ¢, X’in minimal ele-
manlarimi yani 1 ve 1’ elemanlarini gene X’in minimal elemanla-
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rina gonderir. Eger ¢(1) = 1’ ise, @ o t de bir esyap1 eslesmesidir
ama bu kez bu yeni eglesme 1 ve 1’ elemanlarini sabitler. Gere-
kirse ¢ yerine ¢ o 1T eslesmesini alarak ¢’nin 1 ve 1’ elemanlarini
sabitledigini varsayabiliriz. Bu kosullar1 saglayan bir ¢’nin yu-
kardaki 144 eslesmeden biri olacagi malum.

Eger (X, <) ve (Y, <) siralamalar1 arasinda bir esyap1 esle-
mesi varsa, o zaman (X, <) = (Y, <) ya da (eger siralamalar bi-
liniyorsa ya da ¢ok barizse) kisaca X ~ Y yazilir.

Simdi birkag siralamanin 6zyap1 eslesmelerini bulalim.

Teorem 2.1. (N, <) siralamasimin bir tek ozyapi eslesmesi
vardir: 1dy 6zdeslik fonksiyonu.

Kanut. f bir esyapi eslesmesi olsun. f, en kiiciik eleman olan
0’1 gene 0’a gondermelidir. Tumevarimla f’nin n’yi #’ye gittigi-
ni varsayarsak,

fn*) = f(n)* = n*

olur (neden?) ve boylece f’nin her elemani sabitledigi kanitla-
nir. Yani f = Idy/’dir. ]

Teorem 2.2. (Z, <) siralamasinin 6zyapi eslesmeleri belli bir
n e Zicin f,x = x + n esitligini saglayan f, fonksiyonlaridir.
Kanit: Her f,, fonksiyonunun artan bir eslesme (yani 6zya-
p1 eslesmesi) oldugu belli. Simdi f : Z — Z artan bir eglesme ol-
sun. f(0) = 7 olsun. x tizerine timevarimla, her x € N icin f(x)
= x + n esitligi soyle kanmitlanir:
fx+ 1) =flx)=flx)r=(x+n)r=(x+n)+1=(x+1)+mn
Benzer sekilde (x* yerine x~ kullanarak) her x € Z \ N i¢in f(x) =
x + n esitligi kolaylikla kanitlanir. ]

(Q, <) siralamasinin ¢ok 6zyapi eslesmesi vardir. Asagidaki
sekilden anlasilacag: tizere, her
A= {al, ays A3y - R N {0}
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—_= N W A

al a2 ﬂ3 d4 45 a6

altkiimesi i¢in, (Q, <) siralamasinin ayr1 bir 6zyap: eslesmesi
bulunabilir.

Teorem 2.3. X herbangi bir kiime olsun. ¢ (X), X’in altkii-
meleri kiimesi olsun. Her { : X — X fonksiyonu icin
or: 9(X) > p(X)
fonksiyonunu, her A € @ (X) icin,
9¢(A) = {(A) ={t(a) : a € A}
olarak tammlayalim. ¢y, (9 (X), €) stralamasimn bir zyap: es-
lesmesidir, yani ber A, B € P(X) i¢in,
AcB< o(A) co(B)
olur. Ayrica her ¢ : p(X) - @(X) ozyap: eslesmesi, belli bir
f: X > X eslesmesi icin, @ ’ye esittir.

Kant: i. Once ¢(D) = @ esitligini kanitlayacagiz. ¢(A) = @ ol-
sun (¢ orten oldugundan boyle bir A var.) A’nin herhangi bir B
altkiimesini alalim. Verilen kosuldan dolay1, ¢(B) < ¢(A) = &, ya-
ni ¢(B) = &. Demek ki ¢(B) = & = ¢(A). Bundan da, ¢ birebir ol-
dugundan, B = A ¢ikar. A’nin bir tek altkiimesi oldugunu kanit-
ladik. Demek ki A = &.

ii. Simdi, tek elemanli kiimelerin tek elemanl kiimelere gitti-
gini gosterecegiz. A = {x} olsun. B, ¢(A)’nin bir altkiimesi olsun.
C, ¢(C) = B esitligini saglasin (¢ orten oldugundan, boyle bir C
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vardir.) Demek ki ¢(C) = B < ¢(A). Soruda verilen kosuldan do-
lay1 C < A. Ama A tek elemanli bir kiime. Dolayisiyla ya C = &
ya da C = A. Sonug olarak,

va B = ¢(C) = ¢(&) = D yada B = ¢(C) = p(A).
Demek ki ¢(A)’ nin sadece iki altkimesi var: & ve @(A). Dolayi-
siyla @(A) tek elemanl bir kiimedir.

iii. Eger x € X ise, ¢({x}) kimesinin tek elemanli oldugunu yu-
karda kanitladik. @({x}) kiimesinin o tek elemanina f(x) diyelim:
o(fx}) = {{(x)}.

Boylece X’ten X’e giden bir f fonksiyonu tanimlamis oluruz.

Egera e A c Xise, {a} c A, dolayisiyla {{(a)} = o({a}) < ¢(A)
ve f(a) € ¢(A). Demek ki {(A) < @(A). Daha esitligi bilmiyoruz.

¢ birebir oldugundan, f’nin de birebir oldugu kolaylikla ka-
nitlanir. Ote yandan daha f’nin 6rten oldugunu da bilmiyoruz.

iv. Simdi f’nin 6rten oldugunu kanitlayacagiz. a € X olsun.
A = {a} olsun. X’in B altkiimesi ¢(B) = A esitligini saglasin (¢ Or-
ten oldugundan boyle bir B vardir.) B’nin tek elemanl bir kii-
me oldugunu kanitlayacagiz. Soruda verilen kosuldan ve ¢’nin
birebir olmasindan dolayr B’nin sadece iki altkiimesi vardir:
Eger C c B ise, ¢(C) < ¢(B) = A = {a}, yani ya ¢(C) = & = ¢(J)
ya da ¢(C) = A = @(B), yani (¢ birebir oldugundan) ya C = @ ya
da C = B. 1ki altkiimesi olan kiimeler tek elemanli kiimeler oldu-
gundan B’nin tek bir elemani vardir. Eger b € B ise,

{{(b)} = o({b}) = ¢(B) = A = {a}
ve f(b) = a. Demek ki { ortenmis. Simdi artik {’nin bir eslesme
oldugunu biliyoruz.

v. Artik, her A < X i¢in, {(A) = ¢(A) esitligini kanitlayabiliriz.
iii’te f(A) < @(A) iliskisini kanitladik. b € ¢(A) olsun. f(a) = b esit-
ligini saglayan a elemanini alahm (iv’te {’nin o6rten oldugunu
kamitlamistik.) o({a}) = {{(a)} = {b} < ©(A) oldugundan, soruda ve-
rilen kosuldan dolayy, {a} < A, yania € A, yani b = {(a) € {(A).
Demek ki ¢(A) < {(A).
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Simdi artik, her A < X icin, @(A) = {(A) esitligini biliyoruz.
Yani ¢ = @y. (]

Simdi de su ilging soruya yanit arayalim: Ya bir onceki te-

oremde

her A, B e P(X) icin A < B < ¢(A) < ¢(B)
kosulunu

her A, B e P(X) icin A c B = ¢(A)  o(B)
kosuluyla degistirirsek ne olur? Bu son 6zelligi saglayan

9: p(X) > p(X)

eslesmelerine yari-6zyapr eslesmesi diyelim.

Teorem 2.4. (o (X), <) stralamasmun yari-6zyapi eslesmele-
ri Ozyapt eslesmeleridir.

Kanmit: ¢ : o (X) > @(X) bir yari-6zyap1 eglesmesi olsun.
¢@’nin bir {: X — X eslesmesi tarafindan belirlendigini kanitla-
yacagiz. Cesitli asamalardan gegecegiz.

Sav 1. ¢(9) = D.

Kanit: A ¢ X altkiimesi ¢(A) = & esitligini saglasin. Soruda
verilen kosula gore A’nin her altkiimesi bogktimenin bir altkii-
mesine denk diiger. Demek ki A’nin sadece bir altkiimesi var-
dir. Bundan da A’nin bogkiime oldugu anlasilir.

Sav 2. ¢(X) = X.

Kanit: A < X altkiimesi @(A) = X esitligini saglasin. O za-
man A’y1 iceren her altkiime, ¢ altinda, X’i iceren bir altkiime-
ye, yani X’e gitmek zorunda. Demek ki A’y1 igeren tek bir kii-
me vardir, dolayisiyla A = Xtir.

Sav 3.y € X olsun. A < X altkiimesi, ¢(A) = {y} esitligini
saglasim. O zaman A’nun tek bir elemani vardir.
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Kanit: Soruda verilen kosula gore, A’nin her altkiimesi {y}
ktimesinin bir altkiimesine denk diiser. Demek ki A’nin en faz-
la iki altkiimesi vardir. A’nin tek bir altkiimesi olsaydi, A = &
olurdu ve, Sav 1’e gore, {y} = ¢(A) = ¢(J) = & olurdu, ki bu bir
celiskidir. Demek ki A’nin iki altkiimesi vardir. Bundan da
A’nin tek elemanli oldugu anlagilir.

U kiimesini goyle tanimlayalim:

U={x e X: ¢({x}) tek bir elemanl kiime}.

Simdi de {: U — X fonksiyonunu tanimlayalim: Eger x € U
ise, o({x}) = {f(x)} olsun. Sav 3’e gore, {’nin, U’dan X’e giden
bir esleme oldugu bariz. Once Unun X’e esit oldugunu, sonra
da ¢’nin {: X —» X eglesmesi tarafindan verildigini kanitlaya-
cagiz.

Sav 4.y e X olsun. x € U elemani {(x) = vy esitligini sagla-
sin. O zaman o(X \ {x}) = X \ {y} esitligi gecerlidir.

Kanmit: A < X altkiimesi ¢(A) = X \ {y} esitligini saglasin.
A’y1 iceren her altkiime, ¢ eslesmesi altinda, X \ {y} kiimesini
iceren bir kiimeye denk diiser. Demek ki A’y1 iceren en fazla iki
altkiime vardir. Sav 2’ye gore A # X. Dolayisiyla A’y1 iceren
tam iki altkiime vardir. Bu da, A’nin, belli bir x € X i¢in, A =
X\ {x} olmas1 demektir.

z € U, {(z) = vy esitligini saglasin. Eger z # x ise olacaklari
gorelim: Her seyden once {z} < X \ {x}. Demek ki

v} = {t=)} = o({z}) < o(X \ {x}) = X'\ {y},
yani y € X \ {y}, bir celigski. Dolayisiyla x = z € U ve f(x) = y.

Sav 5. Eger A c X ise, f(A N U) c 9(A) c f(Ac n U)e.

Kanmit: A < X olsun. @ € A n U olsun. O zaman, {a} < A ve
a € U oldugundan, {f(a)} = o({a}) < ¢(A). Demek ki f(a) e
¢©(A). Bundan da {f(A n U) < ¢(A) ¢ikar.

Simdi a € A€ N U olsun. O zaman, A ¢ X\ {4} oldugundan
ve a € U oldugundan, bir onceki sava gore,
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o(A) c (X \{a}) = X'\ {{(a)}.
i ). Bundan da
A)e

Sav 6. Eger A < X ise, (A) = {(A n U).

Kanit: f(A€ A U)S = f(U\ (A A U)) = (f(U)\ (A A U))C =
(X\ f(A N U)) = (AN U) esitliginden ve Sav 5’ten istedigimiz
cikar.

Artik istedigimizi kanitlayabiliriz. Sav 6’da A = X alirsak,
o(X) = (XN U) =X U) = o)
cikar, yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sava gore
o(A) = (AN U) = {(AnX) = {(A).
Kanitimiz bitmistir. O

Alistirma. P, N’nin asal sayilari kiimesi olsun. (N, ) sirala-
masimn tiim 6zyap eslesmelerini bulun.



