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Nedenleri ve Sonuglari
Farkliserpilimselligin Niteligi Genellemeli En Kiglk Kareler
Farkliserpilimsellik Altinda SEK

Farkliserpilimsellik Kavrami

Klasik dogrusal baglanim modelinin énemli bir varsayimi, hata
teriminin sabit varyans ile dagiimakta oldugudur.
Bu varsayim her zaman gecerli olmayabilir.
Bu bdélimde su sorulara yanit arayacagiz:
@ Farkliserpilimselligin niteligi nedir?
© Uygulamada dogurdugu sonuglar nelerdir?
© Varligi nasil anlasilabilir?
© Duzeltmek icin ne gibi dnlemler alinabilir?
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Farkliserpilimsellik Kavrami

@ “Ayniserpilimsellik” (homoscedasticity) varsayimina gére
verili X; agiklayici degiskenlerine bagh olarak Y;'nin kosullu
varyansi sabittir:

E(u?) = o2 i=1,2,...,n
@ “Farkliserpilimsellik” (heteroscedasticity) durumunda ise X;

degistikce Y;'nin kosullu varyansi da degisir:

@ Farkliserpilimsellige bir érnek olarak tasarruflarin
varyansinin gelirle birlikte artmasini verebiliriz.

@ Yilksek gelirli ailelerin tasarruflari, distk gelirli ailelere
oranla hem ortalama olarak daha ¢oktur hem de degisirligi \S&=
daha fazladir. Ugiomk
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Farkliserpilimselligin Niteligi Genellemeli En Kiglk Kareler
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Farkliserpilimselligin Nedenleri

Hata terimi varyansinin degisken olma nedenlerinden bazilari
sunlardir:

@ “Hata-6grenme” (error-learning) modellerine gbre insanlar
bazi konulari 6grendikgce daha az hata yaparlar. Buna gére
o2’nin de zamanla kiiglilmesi beklenir.

Ornek olarak, daktilo kullanma siiresi arttikga hem daktilo
hatalari hem de bunlarin varyansi azalir.

© Gelir dliizeyi arttikga gelirin harcanabilecegi segenekler de
genigler. Boylece, gelir diizeyi ile birlikte hem harcamalarin
hem de bunlarin varyansinin artmasi beklenir.

© Zaman igerisinde veri derleme tekniklerinin gelismesine
kosut olarak 2 de dusebilir. )
=
(... devam) o
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Farkliserpilimselligin Nedenleri

Q Farkliserpilimsellik, “disadlsen” (outlier) gézlemlerin bir
sonucu olarak da ortaya cikabilir.
Bdyle gbzlemlerin alinmasi ya da birakilmasi, ézellikle de
drneklem kuglkken sonuglari dnemli 6lglide degistirebilir.

Q Farkllserpi_l_imselligin bir diger nedeni model belirtim
hatasidir. Ozellikle de dnemli bir degiskenin modelden
cikartilmasi farkliserpilimsellige yol agabilir.

© Farkliserpilimsellik sorunu yatay kesit verilerinde zaman
serisi verilerine oranla daha fazla gérulebilmektedir.
Bunun nedeni, zaman serilerinde degiskenlerin zaman
icerisinde yakin blyUkliklerde olma egilimidir.
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Farkliserpilimselligin SEK Tahminlerine Etkisi

° a,? seklindeki farkliserpilimsellik altinda SEK tahmincilerinin
varyanslarinin ne sekilde etkilenecegini gérmek igin, iki
degiskenli modeli ele alalim:

Yi=B1+ B Xi+ U )
Ayniserpilimsellik durumunda Bu da farkliserpilimsellik
varyans formuli séyledir: altindaki formalden farkhdir:
Ayniserpilimsellik Farkliserpilimsellik
Ay _ o2 5y _ 2 xfa?
Var(ﬁi’) — 27)(12 Var(BZ) S Xi2)2
@ Her bir i igin, o7 = o® olmasi durumunda iki formaliin ayni
olacagina dikkat ediniz. u{
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Farkliserpilimselligin SEK Tahminlerine Etkisi

e KDBM'nin tim varsayimlari gegerli oldugu zaman SEK
tahmincisi 5>’nin EDYT oldugunu animsayalim.

@ [3, tahmincisinin ayniserpilimselligin gegerli olmadig
durumda bile dogrusal ve yansiz oldugu gésterilebilir.

@ Ancak, bdyle bir durumda SEK tahmincileri artik “en iyi” ya
da enaz varyansli olma 6zelliklerini kaybederler.

o Oyleyse, farkliserpilimsellik durumunda tahmincilerin EDYT
olabilmesi icin SEK’ten ayri bir ydntem izlemek gerekir.
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Genellemeli En Kigik Kareler

@ X;'nin farkh dizeylerinde farkliserpilimsellik gézleniyorsa,
tahmin sdrecinde bu bilgiden yararlanmak gerekir.

@ Ornek olarak, diisiik gelir siniflarina ait harcamalar daha
dislk varyansl ise bu gruplardan gelen gbzlemlere daha
cok agirhk verilmesi istenir.

@ Bunun nedeni, disuk varyansli gruplarin kendi ortalamalari
cevresine daha yakin dagilarak ABi’'nin daha dogru tahmin
edilmesini saglamalaridir.

@ SEK ydntemi, tim gdzlemlere esit agirlik verdigi igin
farkliserpilimsellik durumunda etkin tahminciler Gretemez.

@ Varyanstaki degisim bilgisinden yararlanan ve bu nedenle
tahmincileri EDYT olan yontem ise “genellemeli en kiigik
kareler” (generalized least squares) ya da kisaca “GEK” $&
(GLS) ydntemidir. Ugiomk
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Genellemeli En Kigik Kareler

@ GEK'in farkliserpilimsellik bilgisini nasil kullandigini
gbérmek icin iki degiskenli modeli s6yle yazalim:
Yi = B1Xoi + B Xi + U
@ Burada her bir i icin Xp; = 1'dir.
@ Farkhiserpilimsel varyanslar (o—,?) biliniyor olsun. Yukaridaki
denklemi o;'ye bélersek sunu elde ederiz:

o) 0a(2)+(2)

@ Bunu da goésterim kolayligi bakimindan séyle yazabiliriz:
Yi = Bi X+ B Xi +uf
@ Buradaki yildiz igaretli donustlriimus degiskenler, bastaki
degiskenlerin o;’ye bdlinmiis halleridir. ikinci modele ait %%
katsayilar farkl olacag icin 8'lar da yildiz ile gdsterilmistir. Y#iPMK

Tt
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Genellemeli En Kigik Kareler

@ Ozgiin modeli neden déniistird(igiimiizii gérmek icin hata
terimi u7"in su 6zelligine dikkat edelim:

2
var(u’) = E(uf)? = E <;’:)
1 e P .
= ;igE(U/Z) (o2 bilindigi igin)
;
= ;12(0;2) =1

@ Demek ki donUstlrllen hata terimi u7’in varyansi sabittir ve
1’e esittir.
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Genellemeli En Kigik Kareler

@ Goruldugu gibi GEK, KDBM varsayimlarini saglayan
doéndstiriimas degiskenlere uygulanan SEK yéntemidir.

@ Uygulamada, 57 ve 53’1 tahmin etmek i¢in dondstdrdlen
modelin OBI'si kullanilir:

Yy = BX5 + Ba X + 07
@ Daha sonra hata kareleri toplami G enazlanir,
@ GEK tahmincisi 35 ve bunun varyansi var(3;) sdyledir:

B~ (EmE WX (S wX)(S wY)
2 (W) (> wiXB)— (> wiX)2
A% _ Do W
var(fz} = W) (> wiX?)— (5 WX 2

@ Burada w; = 1/02'yi géstermektedir.
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SEK ile GEK Arasindaki Fark

@ Bilindigi gibi SEK, hata kareleri toplamini enazlar:
S 07 = (Y- Bi — B Xi)?

@ GEK ydntemi ise asagidaki donistirmeli hata kareleri
toplamini enazlamaktadir:

Y wil? = Y wi(Y; — B — BX)?

@ Buna gére GEK w; = 1/02 biyuklugu ile agirliklandirilan
kalinti kareleri toplamini enazlarken, SEK de agirliksiz ya
da esit agirlikl KKT'yi enazlamaktadir.

@ GEK'te her gdzleme verilen agirlik o; ile ters orantilidir.

@ Elimizdeki ydontem agirliklandirmali bir KKT'yi enazlamaya
dayandigina goére “agirlikli en kiguk kareler” (weighted
least squares) ya da “AEK” (WLS) diye de adlandirilabilir.

@ Demek ki AEK, daha genel bir tahmin yéntemi olan GEK'i |n
Ozel bir durumudur. ;tmg«;;lﬂ;;j
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Farkliserpilimselligin Niteligi Genellemeli En Kiglk Kareler
Farkliserpilimsellik Altinda SEK

Farkliserpilimselligi G6z Oniine Alan SEK

@ Farkliserpilimsellik altinda SEK tahmini, farkliserpilimselligi
g6z 6nlne alarak ya da g6z ardi ederek yapilabilir.

@ Yapilan tahminler iki sekilde de hatali ya da yaniltici olabilir.

@ Farkliserpilimselligi g6z énline alan SEK tahmincisini ele
alalim.

@ Gostermis gldugumuz gibi, SEK tahmincisi 32’nin ve GEK
tahmincisi 55'in her ikisi de yansiz tahmincilerdir.

@ Ancak enaz varyansl olan tahminci GEK tahmincisi B;’dlr.

@ Bu durum SEK tahmincisine dayanan gtven araliklarinin
gereksiz yere blyUk ¢ikacagi anlamina gelir.

@ Demek ki SEK tabanli anlamli olmayan bir katsayi, GEK ile

hesaplanmis dogru bir gliven arahdi kurulursa anlamli =
cikabilir. e
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Farkliserpilimselligi G6z Ardi Eden SEK

@ Farkliserpilimsellik altinda, ayniserpilimsellige ait varyans
form0lunG kullanmayi strdirmek ciddi sorunlar yaratabilir.

@ [,’nin varyansinin ayniserpilimsellik ve farkliserpilimsellik
varsayimi altindaki formdllerini animsayalim:

Ayniserpilimsellik Farkliserpilimsellik

~ A 2 2
var(fz) = 207;2 var(fs) = éxxz)z

@ Farkliserpilimsellik durumunda, yukarida verilen
formdillerden sagdaki soldakinin yanli bir tahmincisi olur.
@ Genellikle bu yanhhgin yukari dogru mu yoksa asagi dogru
mu oldugu da bilinemez.
@ Demek ki farkliserpilimsellik altinda bildik sinama surecini &

kullanmada israr etmek yaniltici sonuclara yol acabilir. "
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SEK Kullanmanin Sonuclari

@ Ornek olarak, Davidson ve MacKinnon’in yapmig olduklari
bir Monte Carlo ¢caligmasini ele alalim.

@ Yazarlar, iki degiskenli baglanim modelini kullanarak ve
B1 = P2 =1ve u; ~ N(0, X{*), diger bir deyigle hata
teriminin aciklayici degisken X’in « UssU degeriyle iliskili
oldugu varsayimini yaparak su sonugclari elde etmislerdir:

B1’nin Blgiinlil hatasi B2’nin Blgiinli hatasi
o SEK  SEKj GEK SEK SEKi GEK

05 0,164 0,134 0,110 0,285 0,277 0,243
1,0 1,142 0,101 0,048 0,246 0,247 0,173
20 0,116 0,074 0,0073 0,200 0,220 0,109
3,0 0,100 0,064 0,0013 0,173 0,206 0,056
4,0 0,089 0,059 0,00038 0,154 0,195 0,017

@ SEKs burada farkliserpilimselligi géz 6niine alan SEKtir. a;
(... devamy s

KONSORSIYUMU

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) http://www.acikders.org.tr



Nedenleri ve Sonuglari
Farkliserpilimselligin Niteligi Genellemeli En Kiglk Kareler
Farkliserpilimsellik Altinda SEK

SEK Kullanmanin Sonuclari

@ Bulgular, farkliserpilimselligi g6z 6nune alan SEK ve
almayan SEK él¢unli hatalarinin GEK’inkilerden ylksek
oldugunu, kisaca GEK’in en diiglik varyansh oldugunu
gOstermektedir.

@ Ayrica, farkliserpilimselligi g6z ardi eden yanli SEK’in
varyansi SEKs’'nin varyansindan blylk ya da kiguk
olabilmektedir.

@ Buna gore, farkhserpilimsellik durumunda GEK yénteminin
Ustinligu aciktir.

@ Ancak GEK'i uygulayabilmek her zaman kolay degildir.
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OniimUizdeki Dersin Konusu

Oniimiizdeki ders
Farkhserpilimselligi saptamak
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