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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

@ B ydneyini tahmin etmek igin siradan enklguk kareler
(SEK) ya da encok olabilirlik (EO) gibi farkh yaklagimlar
kullanilabildigini biliyoruz.

@ Biz dikkatimizi SEK ydntemi Gizerinde toplayacagiz.

@ Baglanimin SEK tahminini bulmak i¢in énce k degisken
iceren érneklem baglanim islevini yazalim:

Y; = By + BoXoi + BaXai + - - - + B Xki + O )
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

o OBi'yi dizey gésterimiyle agik olarak sdyle gdsterebiliriz:

Ys 1 X Xs1 .. X @1 U
Yo 1 Xoo X2 ... Xk B2 Up
. = . . . . . + .
Y, 1 Yoo Xan ... X )| B Gr

@ Ya da kisaca
Yn><1 = Xn><kBk><1 + l/»\|n><1

@ Bilindigi gibi SEK tahmincileri hata kareleri toplaminin
enazlanmasi yolu ile bulunmaktadir.

o Oyleyse yukaridaki esitligi su sekilde de yazabiliriz:
G=Y-XB ug
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

@ Hata kareleri toplaminin asagidaki gésterim bicimine

dikkat edelim:
U
0\2 2 2 2 2
Va=[d & ... ]| . |=0"+&B "+ +0n =Zﬁi
tn

@ Buna gore u’u’'nun dizey gdsterimi asagidaki gibidir:
G = Y-XB
0a = (Y—-XB)(Y-XB)
= YY-2BXY+BXXB
@ Dikkat: Burada Y’'XB bir sayil oldugu icin, kendi devrigi
olan B’X'Y’ye esittir.
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

o 0'G = Y'Y — 2B'X'Y -+ B'X'XB esitligini enazlamak igin, bu
esitligin B’ya gbre kismi tlrevini alir ve sifira esitleriz.

@ Bu iglem bize “normal denklemler” (normal equations)
denilen k bilinmeyenli k esanli denklemi verir:

 Bint BYX X+ BX Xit+o+ KX Xa=X Vi
P12 Xei + 522)(22,-+ﬁsZ:X2iX3/+~--+@kZX2/Xk/:ZXzYi
B3 Xai + B X XaiXoi +  Pa o XE 44 Bk D XaiXui = 3. Xai Vi

B X + o X XiaXoi + Ba S XiaXai +---+ Bk X2 =3 XuYi
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

@ Yukaridaki denklem takiminin dizey gdsterimi sudur:

no o3 X > Xsio... DXk ﬂ:1 11 ... 1 Y;
S Xoi SXE S XoiXai .. S XoiXi P2 Xot Xoz ... Xon| | Yo
S Xai S XaiXoi SOXZ .. XaiXii| |Bs| — | Xo1t Xa2 .. Xan| | Vs

Z Xk,‘ Z Xk,'Xg,' Z Xk,'Xg,' e Z X;% /BAK Xk1 Xk2 cee an Yn

@ Bu da kisaca (X'X)kxkBxx1 = X'kxnYnx1 diye yazilr.
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Dizey Yaklasimi ile Tahmin Sorunu SE_K TahmlnCII‘erlnln BulunmaSI
Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Normal denklemlerin dizey gésteriminde yer alan asagidaki
(X’'X) dizeyi 6nemlidir.

n E Xg,‘ Z X3,' A Z Xk,'

> X SXe X XeiXai . > XoiXi

XX = | 22X D XaiXa SXZ Y XaiXi
S X D XiXoi D> XuiXai o ... > X5

Bu dizeyin su g 6zelligine dikkat edelim:

@ (X'X) dizeyi k x k boyutundadir ve olasiliksal degildir.

© Asal kdsegen 6geleri ham kare toplamlarini, kdsegen disi
6geler ise ham ¢apraz ¢arpim toplamlarini gésterir.

©Q X5 Xs; capraz carpimi X3; Xo; capraz carpimina esit oldugu
icin dizey bakisimlidir.
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

@ Sonug olarak, k degiskenli modelin SEK tahmincilerini elde
etmek icin normal denklemlerin dizey gésterimini yazalim:
(X'X)B = X'Y
@ Eger (X’X) dizeyinin tersi varsa, yukaridaki denklemin her
iki yanini bu ters dizeyle 6nden c¢arparak sunu bulabiliriz:

(XX)B = XY
XX)'(X'X)B = (X'X)'XY
IB = (XX)"'XY

@ Buna gére SEK kuraminin temel denkleminin dizey
gbsterimi sudur:

B = (X'X)~'X'Y )
@ Yukaridaki esitlik, eldeki verilerden B yéneyinin nasil Ej
tahmin edilecegini gdsterir.
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

Varyans-Kovaryans Dizeyi

@ Herhangi bir 3; varyansi yaninda tim f; ve f3;lar arasindaki
kovaryanslari dizey ydontemi ile kolayca gdsterebiliriz.

@ Bu varyans ve kovaryanslar cesitli istatistiksel ¢cikarsama
iglemleri igin dnemlidir.

@ B'nin “varyans-kovaryans dizeyi” (variance-covariance
matrix) su sekilde tanimlanmigtir:

varcov(B) = E ([é —B|[B- B]’)

@ Buna gore varcov(B) aslinda su dizeydir:

var(B1)  cov(Bi, ) ... cov(Br,B)
. cov(,@ B1) var(5z) ... cov(Ba, Bk)
varcov(B) = . ] :
a PO ’ S A _
cov(ﬁk, B1) cov(Bk, B2) ... var(Bx)
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Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu

SEK Tahmincilerinin Bulunmasi
Varyans-Kovaryans Dizeyi

varcov(B) Dizeyinin TUretilmesi

N

@ varcov(B)yi tiretmede Y = XB + u esitliginden yararlanilir.

Usttekini B = (X'X)~'X'Y
temel denkleminde yerine
koyarsak sunu elde ederiz:

B=(X'X)""X'(XB + u)
=(X'X)""X'XB + (X'X)"'X'u
=B + (X'X)"'X'u

Demek ki B — B = (X'X)~'X'u.
varcov(B) varyans-kovaryans
dizeyi ise tanim geregi séyledir:

varcov(B)=E([B — B][B — B
=E ([(XX) 7" X"u][(X'X)~'X"u]')
=E ((X'X)~"X'uu’X(X'X)"")

@ X’lerin olasiliksal olmadigina dikkat edilerek su bulunabilir:

varcov(B)

@ Dikkat: Yukarida E(uu’) = 2l varsayimi kullanilmigtir.

(X'X)""XE(uu’)X(X'X)
(X' X)X 2IX(X'X)
a2(X'X)~!
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi
Varyans-Kovaryans Dizeyi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu

Varyans-Kovaryans Dizeyi

@ Turetilmesinden de anlagilacagi gibi varyans-kovaryans
dizeyi asagidaki gibi gbsterilmektedir:

Varyans-kovaryans Dizeyi

varcov(B) = o2(X'X)~?

@ (X'X)~' burada B SEK tahmincilerini veren esitlikte yer
alan ters dizeydir.

@ o2 ise ujnin sabit varyansidir. Uygulamada o2 yerine
yansiz tahminci 62 kullanilir.

@ k degiskenli durumda 42 asagidaki esitlikten bulunabilir:

A D A~

uj u'a _

5—222 L — SN
n—-k n—k
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

Varyans-kovaryans dizeyi

@ (’Q, ilke olarak tahmin edilen kalintilardan bulunabilse de
uygulamada su yolla dogrudan hesaplanabilir:

S 02 = KKT = TKT — BKT
@ Toplam kareleri toplami asagidaki sekilde gosterilir:

Toplam kareleri toplaml
S P =YY -nY?

@ nY? terimi burada ortalamadan sapma kareleri toplaminin
bulunmasi icin gereken dizeltme terimidir.

@ Baglanim kareleri toplaminin dizey gdsterimi ise sOyledir:

Baglanim kareleri toplami

32 Y YiXoi + -+ 5Ak > YiXki = B'X'Y —

nY?
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi
Varyans-Kovaryans Dizeyi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu

Varyans-Kovaryans Dizeyi

@ Kalinti kareleri toplami KKT ise TKT ve BKT'nin dizey
gosterimleri kullanilarak agagidaki gibi bulunur:

Kalinti kareleri toplami

KKT = TKT - BKT
0a = (YY-nY?)—(BXY-nY?
= YY-BXY

@ 0’0 bulunduktan sonra 2’yi kolayca hesaplayabiliriz.

@ 52'yi hesapladiktan sonra ise varyans-kovaryans dizeyini
tahmin edebiliriz.
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

SEK Tahmincilerinin Ozellikleri

@ SEK tahmincilerinin en iyi dogrusal yansiz tahminci ya da
kisaca “EDYT” (BLUE) olduklarini biliyoruz.

@ Bu 6zellik elbette dizey yaklasimiyla bulunan B icin de
gecerlidir.

@ Buna gére B ydneyinin her bir 6gesi bagimli degisken
Y’nin dogrusal islevidir.

@ B yansizdir. Diger bir deyisle tiim dgelerinin beklenen
degeri 6genin kendisine esittir: E(B) = B.

@ SEK tahmincisi B, tiim B tahmincileri iginde en iyi, enaz
varyansli tahmincidir.
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

Belirleme Katsayisinin Dizey Gosterimi

@ Belirleme katsayisi R?’yi daha dnce sdyle tanimlamigtik:

» BKT \
~ TKT

@ Buna gére belirleme katsayisinin dizey gdsterimi de
sOyledir:

R2 _ B'X'Y — nY? ’

Y'Y — nY2
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

ilinti Dizeyi

@ Dizey yaklagiminda, k degiskenli durum igin, degiskenler
arasindaki sifirinci dereceden ilinti katsayilarini veren “ilinti
dizeyi” (correlation matrix) asagidaki gibi tanimlanir:

i n2 nh3 ... hig 1 e n3 ... ng

fy ro 3 ... Iy 11 3 ...
R=| . = . .

Ikt T2 ks ... Tk et T2 ks ... 1

@ Burada 1 alt imi bagimli degisken Y’yi gbsterir. Ornek
olarak, Y ile X, arasindaki ilinti katsayisi ryo’dir.

@ Asal kdsegen Uzerindeki 1’ler ise bir degiskenin kendisiyle
olan ilinti katsayisinin her zaman 1 olmasindandir.

o llinti dizeyi R kullanilarak birinci dereceden ve daha y(ikse \%a
dereceden ilinti katsayilarini da elde etmek olasidir. Ug
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SEK Tahmincilerinin Bulunmasi

Dizey Yaklagimi ile Tahmin Sorunu Varyans-Kovaryans Dizeyi

OniimUizdeki Dersin Konusu

Onlimlzdeki ders

Dizey yaklasimi ile gikarsama sorunu
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