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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar
Dizey Turleri

@ Dizey cebiri kullanmaksizin k degiskenli bir baglanim
modeliyle ugrasmak son derece karmasik bir istir.

@ Burada, dogrusal baglanim modelini dizey yaklagimi ile ele
alabilmek igin gerekli temel altyapi sunulacakiir.

M x N boyutlu bir “dizey” (matrix), M satir ve N sltun bigiminde
dizenlenmis sayilar ya da dgelerin dikdértgen bir dizgesidir.

ain ane
@ ag; burada A dizeyinin i'inci satiri ve j’inci sGitununda
gérulen 6geyi anlatmaktadir.

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) http://www.acikders.org.tr



Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar
Dizey Turleri

@ 2 x 3 boyutundaki bir dizeye 6rnek:

2 35
A2X32[6 1 3]

“Sayil” (scalar), tek bir gercek sayidir ve 1 x 1 boyutunda bir
dizey kabul edilir.

@ Sayila érnek:
Bix1 = [3]
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar
Dizey Turleri

Satir ve Sutun Yoneyleri

@ Situn yéneyine érnek:

Tek bir situnu ve M sayida satiri i
olan dizeye “siitun yéneyi” (column At = | g
vector) denir. 9
Satir Yoneyi @ Satir ydneyine drnek:

Tek bir satiri ve N sayida sttunu
olan dizeye “satir yoneyi” (row
vector) denir.

Bia=[1 2 5 —4]
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar
Dizey Turleri

Altdizey

M x N boyutundaki bir A dizeyinin r sayida satiri ile s sayida
sttununun disindaki tim 6geleri silinirse elde edilen r x s
boyutlu dizey, A’ya ait bir “altdizey” (submatrix) olur.

o Ornek olarak, asagida verilen A dizeyinin (iclincii satiryla
ikinci stununu silersek A’'nin 2 x 2 boyutundaki bir B
altdizeyini bulmus oluruz:

3 57
3 7
Ass=| 8 2 1 Beo—| § ] |
3 2 1
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar

Dizey Tirleri

Kare Dizey ve Kdsegen Dizey

@ Kare dizeye Ornek:

Kare Dizey

Satir sayisi stitun sayisi ile ayni 3 57
olan dizeye “kare dizey” (square Az,3=18 2 1
matrix) denir. 3 2 1

Késegen Dizey

Asal (sol Ust késeden sag alt

kdéseye uzanan) késegeninde en 200
B3x3 = { ]

@ Kdsegen dizeye Ornek:

az bir sifirdan farkli 6ge bulunan 000
ve bu kdsegen digi tim 6geleri 005
sifir olan dizeye “k6segen dizey”
(diagonal matrix) denir. =
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar
Dizey Tirleri

Sayil Dizey ve Birim Dizey

@ Sayil dizeye 6rnek:
Kdsegeni Uzerindeki 6gelerinin 2

o 0 O
hepsi ayni olan késegen dizeye Ag.s = 0 o2 0
“sayll dizey” (scalar matrix) 0 0 o2
denir.

Birim Dizey
Kdsegeni Uzerindeki 6gelerinin
hepsi 1 olan késegen dizeye
“birim dizey” (identity matrix)
denir ve | ile gbsterilir.

@ Birim dizeye érnek:
100

Is3,3=10 1 0
0 0 1
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar Tanimlar

Dizey Tirleri

Bakisiml Dizey ve Esit Dizeyler

Bakisimh Dizey @ Bakisimli dizeye 6rnek:

Asal késegeni Uzerindeki 6geleri,
asal késegeni altindaki 6gelerinin 9 13
Asy3 =

1.8 2
3 2 7

bakisimi olan dizeye “bakisimli
dizey” (symmetric matrix) denir.
Devrigi kendisine egittir.

@ Esit dizeylere 6rnek:

Esit Dizeyler

A ve B gibi iki dizeyin boyutlari 10 1.0
ayniysa ve karsilikli 6geleri 5 11 _ |51
birbirine esitse (a; = bj), bu 0 1 0 1
dizeyler esittir. 7 4 7 4
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Dizeylere iligkin Temel Kavramlar

Bos Dizey ve Bos YOney

Tanimlar
Dizey Tirleri

Bos Dizey
Butln 6geleri sifir olan dizeye

“bos dizey” (null matrix) denir
ve 0 ile gdsterilir.

Bos Yoney
Butln 6geleri sifir olan satir ya
da sutun yéneyine “bos ydney”
(null vector) denir ve 0 ile

gOsterilir.
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@ Bos dizeye 6rnek:

03,3 = {

@ Bos ybneye ornek:

o OO
o O O

o O o
I |

01a=[0 0 0 0]
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Temel Islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Dizey Toplami ve Farki

Dizey Toplamasi ve Gikarmasi

A ve B dizeylerinin toplami ya da farki, karsilikli 6gelerinin
toplami ya da farki alinarak elde edilir. Bu dizeylerin toplama ya
da ¢ikarma igin uyumlu olabilmeleri igin boyutlari ayni olmalidir.

@ Dizey toplamasina 6rnek:

3 4 30 6 4
Az.> + B3y = 1 0|+]6 0|=(7020
0 8 7 1 7 9
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Temel Islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Dizey Carpimi

Bir Dizeyin Bir Sayil ile Carpimi ya da Bolima
Bir A dizeyini A € R sayil ile garpmak ya da bélmek igin,
dizeyin btin égeleri A ile carpilir ya da A\ # 0’a boélundr.

Dizeyler Garpimi
Boyutu M x N olan A ve boyutu N x P olan B dizeylerinin AB
carpimi, M x P boyutunda ve asagidaki gibi bir C dizeyi olur.

N
Ci/:zaikbkj i:{172""7M} j:{1’2""’P}
k=1

@ Diger bir deyisle C’nin r/’inci satir ve j’inci situn 6gesi, A’nin

i’inci satirindaki 6gelerinin B’nin j’inci situnundaki kargilikiNge

o .. . l
6Qeleri ile carpilip, carpimlarin toplanmasi ile bulunur. Uglomk
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Temel Islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Dizeyler Carpiminin Ozellikleri

Dizeyler garpimi iglemi asagidaki 6zellikleri tasir:
@ Dizey ¢arpimi degigsmeli olmak zorunda degildir. Kisaca
dizeylerin carpim siralamasi 6nemlidir: AB # BA

© AB ve BA'nin sonug dizeyleri ayni boyutta olmayabilir:

Akx1Brxk = Ckxk BrxkAkxL =DrxtL
© A,k satir ydneyiyle 6nden carpilan By situn yoneyi bir
sayil olur.
Q Ay 1 sUtun yoneyiyle 6nden carpilan B4,k satir ydneyi bir
dizey olur.

@ Dizey garpimi birlegtiricidir: (AB)C = A(BC)
© Dizey garpimi toplama bakimindan dagiticidir:
A(B+C)=AB+AC o
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Temel Islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Dizey Devrigi Alma

Dizey Devrigi Alma

M x N bir A dizeyinin A’ ile gbsterilen “devrigi” (transpose),
A’nin satir ve situnlarina yer degistirterek, yani A’nin /inci
satirini A”’nlin i’inci situnu yaparak elde edilen N x M dizeyidir.

45 , 4 35
As,o=| 3 1 2x3 — 5 1 0
50

@ Bir satir yéneyinin devrigi stitun ydéneyi olup, bir situn
ybneyinin devrigi de satir ydneyidir.
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Temel Islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Devrik Dizeyin Ozellikleri

Devrik dizey dénlsiminin bazi ézellikleri sunlardir:
@ Devrik bir dizeyin devrigi ilk dizeydir: (A’) = A
@ ki dizey toplaminin devrigi, devriklerin toplamidir:
(A+B)Y =A"+PB

© Dizey garpiminin devrigi, bu dizeylerin devriklerinin ters
sirada ¢arpimidir: (ABCD)' = D'C’'B’A’

© Birim dizey I'nin devrigi kendisidir: I' = |

@ Bir sayilin devrigi kendisidir. X bir sayil olsun: X = \

Q )\ bir sayil olsun: (AA) = MA' = A'A = AN

@ A dizeyi eger A’ = A olacak sekilde kare dizeyse, A
bakigiml bir dizey olur.
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Bir Dizeyin Belirleyeni

@ Her kare dizey A igin, belirleyen (determinant) diye bilinen
ve |A| seklinde gdsterilen bir sayil vardir.

@ Bir dizeyin belirleyeninin hesaplanmasi, iyi tanimli bir dizi
islem ile gerceklestirilir.

@ Ornek olarak 2 x 2 boyutundaki bir dizeyin belirleyeni, asal
kdsegen Uzerindeki 6gelerin ¢carpimindan diger késegen
6gelerinin ¢garpiminin ¢ikartilmasi ile bulunur.

@ Herhangi bir derecedeki belirleyenin agiliminda, terimler
déndsumli olarak + ve — igaret alirlar.

@ 3 x 3 bir belirleyenin agiliminda 6 terim bulunur. Genel
olarak, N x N bir belirleyenin aciliminda N! terim vardir.

@ Buna gore, 5 x 5 bir dizeye ait belirleyenin agiliminda
5x4x3x2x1=120 terim bulunur. udp
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Belirleyenin Ozellikleri

Belirleyenin 6zellikleri agagidaki gibidir:

@ Belirleyeni sifir olan dizeye “tekil dizey” (singular matrix)
denir. Bir tekil dizeyin tersi bulunamaz.

© A’nin herhangi bir satirindaki tim égeler sifirsa, belirleyeni
de sifir olur.

© A ile devrik A'nin belirleyenleri aynidir: |A’| = |A]

© A dizeyinin herhangi iki satir ya da stitunu yer degistirirse,
|A’nin isareti degisir.

@ A'nin iki satir ya da siitunu ayniysa, belirleyeni sifir olur.

© A’nin bir satir ya da siitunu bagka bir satir ya da sttununun
bir kati ya da dogrusal bir birlesimiyse, belirleyeni sifirdir.

@ A’nin bir satir ya da stitunundaki tim 6geler bir X sayil ile
carpilirsa, |A| da X ile garpilr.

Q Iki Q|zey|n garpiminin bellrleygr.n dizeylerin ayri ayri o
belirleyenlerinin ¢arpimina esitir: |AB| = |A||B|
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Bir Dizeyin Derecesi

Bir Dizeyin Derecesi

Bir dizeyin “derecesi” (rank), belirleyeni sifir olmayan en buyuk
alt dizeyinin boyutudur.

o Ornek olarak, asagida verilen dizeyin 1. satirinin 2. ve 3.
satirlarin dogrusal bir birlesimi oldugu gérilmektedir:

36 6
As3=|0 4 5
3 2 1

@ Buna gore, A tekil bir dizeydir ve |A| = 0 olmaktadir.
@ Diger taraftan, A’nin derecesi 2'dir guinkl 2 x 2 boyutlu
altdizeylerinden birinin belirleyeni sifirdan farkhidir:
4 5 > o
B2><2 = |: 2 1 :|
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

N x N boyutundaki bir A dizeyinin /’inci satiri ile jinci sttunu
silinirse, kalan altdizeyin belirleyenine a; 6gesinin “minori”
(minor) denir ve [M;;| ile gbsterilir.

@ Ornek olarak asagida verilen dizeyi ele alalim:

a1 a2 a3
As,3=| @1 axn ass
a31 ds2 ass

@ Burada ay1’in mindrt sudur:

oo dp3
M| = = Qppa833 — ax3a =
(M4 S 22833 — 23832
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Escarpan Dizey ve Ek Dizey

N x N boyutlu bir A dizeyinin a; 6gesinin “escarpani” (cofactor)
sOyle tanimlanir: ¢; = (—1)"/|Mj|

@ Bir baska deyigle esgarpan igaretli bir minérdir ve isareti
de (/ + j) toplami ciftse arti, tekse eksidir.

Escarpan Dizeyi

A’'nin “escarpan dizeyi” (cofactor matrix), a; 6gelerinin yerine
escarpanlari koyularak elde edilir ve (cof A) ile gdsterilir.

Ek Dizey

“Ek dizey” (adjoint matrix), esgarpan dizeyinin devrigidir ve
(adj A) ile gosterilir. D
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Ters Dizey

Dizey Tersi Hesaplama

A tekil olmayan (|A| # 0) bir dizeyse, A~ “ters” (inverse) dizeyi
su sekilde bulunur:

A adjA)

1
:W(

Dizey tersi hesaplama isleminin adimlari asagidaki gibidir:
@ A'nin belirleyeni hesaplanir.

@ A'nin a; 6gelerinin yerine escarpanlari koyularak esgarpan
dizeyi (cof A) elde edilir.

© Escarpan dizeyin devrigi alinarak ek dizey (adj A) bulunur.
© Son olarak ek dizeyin tim 6gdeleri |A|'ya bolindr. =N
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

Dizeylerde Turev Alma

Dizeylerde tirev almaya iligkin iki 6nemli kural sunlardir:
@ Eger a’ 1 x N boyutunda bir satir yoneyi ve x de N x 1
boyutlu bir situn ydneyi ise, asagidaki esitlik gegerlidir:
o(a'x)
ox

© Eger A N x N boyutunda bir kare dizeyse, asagidaki
esitlikler gegerlidir:
I(x'AX)
ox

= 2Ax = 2¥'A
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Temel islemler
Dizey Islemleri Belirleyen ve Dizey Tersi Alinmasi

OniimUizdeki Dersin Konusu

Oniimiizdeki ders
Dogrusal modelin dizey gdsterimi
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