Bolum 1

Istatistiksel Kavramlarin Gozden
Gecirilmesi

1.1 Anlamh Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Anlamh Basamaklar
Ondalik bir sayinin “anlamli basamaklar:” (significant digits), o saymin kesinlik
ve dogruluguna katkida bulunan tiim basamaklarini gosterir.

e Veri ve Olclimleri elde etmek i¢in ¢esitli stire¢ ve islemler kullanilabilmekte-
dir.

e Eger eldeki Ol¢lime ait bazi rakamlar, o Ol¢ciimii elde etmek icin kullanilan
stirecin dogruluk sinir1 disindaysa, bunlart kullanmanin anlami yoktur.

o Ornek olarak, kol saatimize bakip “saat 10:18:37:3” demek anlaml degildir.
Saat 10:18’dir.

Anlamh Basamaklari Belirleme Kurallari

1. Sifir olmayan tiim basamaklar anlamhidir. Ornek: 123456 sayisimin anlamli
basamak sayis1 altidir.

2. Iki sifir-dis1 basamak arasindaki tiim sifirlar anlamlidir. Ornek: 103,406 sayi-
sinin anlamli basamak sayis1 altidir.

3. Bastaki sifirlar anlamsizdir. Ornek: 000012 ve 0,012 icin anlamli basamak
sayist ikidir.
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4. Ondalik ayrag iceren sayilarda sondaki sifirlar anlamhidir. Ornek: 1,20300 icin
anlamlilik diizeyi alt1 basamaktir.

5. Tam sayilarda sondaki sifirlar anlamli ya da anlamsiz olabilir. Ornek: (10000),
(10000), (1230000) ve (100,) sayilart icin anlamlilik diizeyi {igtiir. Sonuncu 6r-
nekte ondalik ayraginin anlamlilik diizeyini vurgulamak i¢in kullanilmis ol-
duguna dikkat ediniz.

Bilimsel Gosterim

e “Bilimsel gosterim” (scientific notation), bastaki ve sondaki anlamli olma-
yan sifirlar1 kullanmayarak anlamli basamak sayisindaki olasi bir karisiklig
onlemeyi hedefler.

e Kisaca bilimsel gosterimde tiim basamaklar anlamlidir.

o “Ustel gosterim” (exponential notation) ad1 da verilen bilimsel gosterimde
tiim sayilar a x 10° biciminde yazilir.

e Burada b bir tam sayidir. a ise 1 < |a| < 10 olan bir “oranlt sayt” (rational
number) bi¢imindedir. Ornek: 0,00123 bilimsel gosterimi 1,23 x 10~2"tiir. Or-
nek: 0,0012300 bilimsel gosterimi 1,2300 x 10~2’tiir. Ornek: 1230000 eger
dort basamaga kadar anlamli ise 1,230 x 10° diye gosterilir. Ornek: Ug basa-
maga kadar anlamliysa da 1,23 x 10° olur.

e Dikkat: Bilimsel gosterimde, bastaki oranli saymin her zaman 1 ile 10 ara-
sinda olduguna dikkat ediniz.

Yuvarlama Kurallar:

“Yuvarlama” (rounding) kavrami anlamli basamak kavramu ile yakindan ilig-
kilidir. Cesitli hesaplamalarda siradan yuvarlama yerine “istatistik¢i yuvarlamast”
(statistician’s rounding) yontemini kullanmak, sonuclarin yukar1 “yanli” (biased)
olmasini onlemede gereklidir:

1. Tutulacak son basamak secilir. Bir sonra gelen basamak eger < 5 ise tutulacak
basamak degismez. Ornek: 1,2345 sayis1 ii¢c basamaga yuvarlanirsa 1,23 olur.
Ornek: 1230000 iki basamaga yuvarlanirsa 1200000 olur.

2. Bir sonraki basamak > 5 ise tutulacak basamak bir artirilir. Ornek: 0,126
say1s1 iki basamaga yuvarlanirsa 0,13 olur.

3. Bir sonra gelen basamak = 5 ise; tutulacak basamak tek sayiysa bir artiri-
lir, ¢ift say1ysa degistirilmez. Ornek: 13500 say1s1 iki basamaga yuvarlanirsa
14000 olur. Ornek: 0,125 sayis1 iki basamaga yuvarlamirsa 0,12 olur.
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Anlamh Basamaklar ve Aritmetik
Anlamli basamaklar ile ilgili olarak, veri ve Olciimler arasi aritmetik islemle-
rinde asagidaki kurallar uygulanir:

1. Oncelikle, 6rnek olarak 0,12 gibi bir degerin gercekte 0,115 ile 0,125 arasinda
oldugu unutulmamalidir.

2. Toplama ve ¢ikarma islemlerinde sonug, girdiler icinde en az ondalik basamak
iceren say1 ile ayni ondalik basamak sayisinda olacak sekilde yuvarlanmalidir.
Ornek: 0,12 + 0,1277 yamt1 0,2477 degil 0,25 olmalidir.

3. Carpma ve bolme islemlerinde sonug, girdiler icindeki en az anlamli basamak
iceren say1 ile aym anlamlilik diizeyinde olmalidir. Ornek: 0,12 x 1234 yaniti
148,08 degil 150 olmalidir.

4. Ancak ara islemlerde izleyici basamaklari elde tutmak gereklidir. Boylece yu-
varlama hatalar1 azaltilmis olur.
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1.2 Olasilik Konusu ve Olasilik Dagilimlar:

1.2.1 Olasihik ve Olasiik Yogunluk Islevi

Orneklem Uzay1 ve Orneklem Noktasi

“Rastsal” (random) bir deneyin olabilecek tiim sonuclarina “drneklem uzay:” (sample
space), bu 6rneklem uzayinin her bir iiyesine de “érneklem noktasi” (sample point)
denir.

e Ornek: Iki madeni para ile yazi-tura atma deneyinin 4 6rneklem noktal1 bir
orneklem uzay1 vardir:

Y = {YY, YT, TY, TT}

Rastsal Olay
Rastsal bir deneye ait 6rneklem uzayinin olasi her bir alt kiimesine “rastsal olay”
(random event) denir.

e Ornek: Bir yazi ve bir tura gelmesi olay1: {YT, TY}

Karsihikh Dislamah Olay
Bir olayin gerceklesmesi diger bir olayin olugsmasinmi onliiyorsa, bu iki olay “karsi-
likli dislamali” (mutually exclusive) olaylardir.

o Ornek: {YY, YT, TY} ve {TT} karsilikl diglamalidur.

Rastsal Degisken
Degerleri rastsal bir deney sonucu belirlenen de8iskene “rastsal degisken” (random
variable) ya da kisaca “rd” (rv) denir.

e Rastsal degiskenler genellikle X, Y, Z gibi biiyiik harflerle ve aldiklar1 de-
gerler de z, y, z gibi kiiciik harflerle gosterilir.

e Rastsal bir degisken ya “kesikli” (discrete) ya da “siirekli” (continuous) olur.
e Kesikli bir rd ancak sonlu sayida farkli degerler alabilir.Ornek: Zar.

e Siirekli bir rd ise belli bir aralikta her sayisal degeri alabilir.Ornek: Rastsal
olarak secilmisg bir kisinin boyu.
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Olasihk

A, orneklem uzayindaki bir olay olsun. Rastsal deney siirekli yinelendiginde, A ola-
ymin gergeklesme siklik oranina A olayina ait “olasilik” (probability) denir, P(A)
ya da Prob(A) ile gosterilir.

e P(A) aymi zamanda “goreli stklik” (relative frequency) olarak da adlandirilir.

P(A) gercek degerli bir “islev” (function) olup, su 6zellikleri tagir:

1. Her Ai¢in 0 < P(A) < 1'dir. (1 = %100)

2. A, B,C,... orneklem uzayini olusturuyorsa su gecerlidir:
P(A+B+C+...)=1

3. A, B ve C karsilikli diglamali olaylar ise su gecerlidir:

P(A+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C)

Ornek: Alt1 yiizlii bir zar1 atma deneyi diisiinelim: Bu deneyde drneklem uzayi=
{1,2,3,4,5,6} bicimindedir ve P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) =
1/6°dur. Ayrica, P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1 olur.

Kesikli Bir Degiskenin Olasihk Yogunluk Islevi
X degiskeni x1, x9, x3, ... gibi ayrik degerler alan bir rd olsun.

fle)=P(X =x;) i=1,2,...,nigin
=0 X # x;icin

islevine X e ait “kesikli olasilik yogunluk islevi” (discrete probability density func-
tion) denir.

o Ornek: iki zar atildiginda zarlarin toplam degerini gosteren kesikli rastsal de-
gisken X, 11 farkli deger alabilir:

_ _ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
T = {273747 5a 67 77879a ]-07 117 12} f(l’) — 136736736’ 36’ 36’ 36° 36° 36’ 36’ 36’ 36
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flz,y) = P(X =2, NY =y;),

islevi, “kesikli birlesik olasilik yogunluk islevi” (discrete joint probability density
function) adini alir.

e Birlesik OYI, X’in z; degerini ve Y nin de y; degerini ayn1 anda almasinin
birlesik olasiligin1 gosterir.

o Asagidaki cizelgede X ve Y kesikli degiskenlerine ait bir birlesik OYT goste-

rilmektedir:
X
1 2 3
Y 0/02 03 0,1
1/0,1 0,1 0,2

e Buna gore X = 2 degerini aldiginda Y = 0 olma olasilig1 f(2,0) = 0,3 ya
da diger bir deyisle %30’dur.

e Tiim olasiliklar toplaminin 1 olduguna dikkat ediniz.
Marjinal Olasilik Yogunluk Islevi

f(x,y) birlesik OYI’sine iliskin olarak f(x) ve f(y) islevlerine “marjinal olasilik
yogunluk iglevi” (marginal probability density function) adi verilir:

f(x) =3, f(z,y) X in marjinal OYI’si
fy)=>, f(z,y) Y nin marjinal OYT’si

e Onceki 6rnekteki verileri ele alalim. X ’in marjinal OYI’si:

flx=1) = Y, flz=1y) = 02+01 = 03

flz=2) = Y, flz=2y = 03+01 = 04

fz=3) = Y, fz=3y) = 01+02 = 03
+

1,0

e Ayni sekilde Y’nin marjinal OY1’si de asagidaki gibidir:

fly=0 = > fly=0,2) = 02403+01 = 06

fly=1) = > fly=1z) = 01+4+01+02 = 04
+

1,0
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Istatistiksel Bagimsizlik
X ve Y rastsal degiskenlerinin ancak ve ancak

flx,y) = f(@)- fy)

carpimi olarak yazilabilmeleri durumunda bunlara “istatistiksel bagimsiz” (statisti-
cally independent) degiskenler denir.

o Ornek olarak bir torbada iizerlerinde 1, 2, 3 yazili ii¢ top oldugunu diisiinelim.
Torbadan iki top (X ve Y') yerine koyularak cekilirse, X ve Y ’nin birlesik
OYT’si soyle olur:

X

1 2 3

1[1 11

Pt

I

315 5 3

e Burada f(z =1,y = 1) = 5 dur.

o fle=1)=3%,flx="1y) =5+tit5=3
o fly=1) =2, fle,y=1) —5+tst5=3

e Bu orekte f(x,y) = f(z) - f(y) olduguna gore, bu iki degisken istatistiksel
olarak bagimsizdir diyebiliriz.

1.2.2 Olasiik Dagilimlarimin Beklemleri

e Matematikte, bir noktalar kiimesinin nasil bir sekil gosterdigini anlatan sayi-
sal Olcliye “beklem” (moment) denir.

e Dolayisiyla, bir olasilik dagilimi o dagilima ait bir dizi beklem ile 6zetlenebi-
lir.

e Beklemler, “merkezi beklem” (central moment) ve “ham beklem” (raw mo-
ment) olarak ikiye ayrilir.

e En yaygin kullanilan iki beklem ise “ortalama” (mean) (1) ve “varyans”
(variance) (0?) olarak karsimiza cikar.

e Ortalama, ayn1 zamanda “beklenen deger” (expected value) olarak da adlan-
dirilir.

(@) ev-nc-sa | 8 http://www.acikders.org.tr



Istatistiksel Kavramlarin Gézden Gegirilmesi A. Talha Yalta (2007 - 2011)

Beklenen Deger
Kesikli bir rd olan X e ait ortalama ya da beklenen deger F/(X) sdyle tanmimlanir:

E(X) =2, xf(z)

e Ornek olarak, iki zarmn toplamin1 gosteren kesikli rd X in olasilik dagilimini
ele alalim:

EBX)=Y, o f(r)=25+3%+45 4+ + 115 +125- =7
e Demek ki iki zar atildi§inda gozlenecek sayilarin beklenen degeri 7°dir.

Beklenen deger kavramina iliskin bazi 6zellikler sunlardir:

1. Sabit bir sayinin beklenen degeri kendisidir. Ornek: Eger b = 2 ise E(b) =
2’dir.

2. Eger a ve b birer sabitse, E(aX + b) = aE(X) + b’dir.
3. Eger X ve Y bagmmsizrd ise, E(XY) = E(X)E(Y) dir.

4. X, f(X) olasilik yogunluk isglevli bir rd ve g(X) de X’in herhangi bir isle-
viyse, su kural gecerlidir:

Elg(X)]=>, 9(X)f(x) X kesikli ise,
= 7 9(X)f(z)dx X siirekli ise.

Buna gore eger g(X) = X? ise:
E(X?*) =%, 2*f(X) X kesikli ise,
= [ 2 f(X)dx X siirekli ise.

e Ornek olarak, asagidaki OYT’yi ele alalim:

= 1, 2}
fle) = {3, & 2

e Buna gore X ’in beklenen degeri sudur:

B(X) =2 af(0) = -25 + 15+ 23

8
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e Ayrica X% nin beklenen degeri ise sudur:

B(X?) = T, fa) = 43 + 1 + 42

Varyans (Degisirlik)
X birrd ve F(X) = pu ise, X degerlerinin beklenen degerleri etrafindaki yayilimi
“varyans” (variance) ile ol¢iiliir:

var(X) = 0% =Y, (X —p)?f(z) X kesikli ise,
= [T (X —p)*f(x)dx X siirekli ise.

e 0% nin art1 degerli kare kokii ox, X’ e ait “dlgiinlii saqpma” (standard devi-
ation) olarak adlandirilir.

e Varyans ve Ol¢iinlii sapma, her bir rastsal z degerinin X ’in ortalamasi etra-
finda ne genislikte bir alana yayildiginin gostergesidir.

Varyans kavramina iligkin bazi 6zellikler sunlardir:
1. Sabit bir sayinin varyansi sifirdir.
2. Eger a ve b birer sabitse, var(aX + b) = a?var(X ) dir.

3. Eger X ve Y bagimsiz birer rd ise su yazilabilir:

var(X +Y) = var(X) + var(Y)
var(X —Y) = var(X) + var(Y)

4. Eger X ve Y bagimsiz birer rd ve a, b, ¢ de birer sabit ise, asagidaki kural
gecerlidir:

var(aX + bY + ¢) = a?*var(X) + b?var(Y)
e Hesaplama kolaylig1 bakimindan varyans formiilii soyle de yazilabilir:

var(X) = 0% = (1/n) 3 ((Xi — E(X))?)

(1/n) 37 (X7 — QXE(X) E(X)?)
=2 (X7)/n = 322XE(X)/n+ 3 E(X)?/n
= E(X?) = 2E(X)E(X) + B(X)?

— B(X?) - B(X)?
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e Buna gore onceki ornekteki rastsal degiskenin varyansi sudur:

29 5\? 207
wo =5 -(-5) =%

Kovaryans (Esdegisirlik)
X ve Y rd’lerinin ortalamalart sirastyla E(X) ve E(Y) olsun. Bu iki degiskenin
birlikte degisirlikleri “kovaryans” (covariance) ile ol¢iiliir:

cov(X, V)= 5. XY f(z,y)  —E(X)E(Y) kesikliyse,
_ [ XY f(z,y) dedy—E(X)E(Y) siirekliyse.

— 00

e Kovaryans formiilii soyle de gosterilebilir: cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y —
E(Y))] = E(XY) = E(X)E(Y)

e Goriildigt gibi bir degiskenin varyansi ayni1 zamanda kendisiyle olan kovar-
yansidir.

Kovaryans kavramina iligkin birka¢ 6nemli 6zellik sunlardir:

1. Eger X ve Y bagimsiz rd’ler ise kovaryanslar1 O olur:

cov(X,Y)=E(XY) —EX)E®Y)
= E(X)E(Y) —E(X)E(Y) =0

2. Eger a, b, c, d birer sabitse su kural gecerlidir:
cov(a +bX,c+dY) =bdcov(X,Y)

3. Bagimsiz olmayan X ve Y rd’lerinin bilesimlerinin varyanslarini hesaplarken
kovaryans bilgisi de gereklidir:

var(aX + 0Y) = a?var(X) + b*var(Y') + 2abcov(X,Y)

Ilinti Katsayisi
“Ilinti katsayisi” (correlation coefficient) iki rd arasindaki dogrusal iliskinin bir 61-

ciisiidiir ve [—1, 1] degerleri arasinda yer alir:
cov(X,Y)  cov(X,Y)
var(X)var(Y) T20y

p:

e Yukaridaki formiilden su goriilebilir: cov(X,Y) = po,0,
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Diger Merkezi Beklemler

e Genel olarak, f(x) tek degiskenli OYI’sinin kendi ortalamas1 dolayindaki
merkezi beklemleri sdyle tanimlanir:

Beklem Tanim Aciklama
1 (X — )
2 (X —p)?
3 (X —p)®  carpikhik
4 (X —p)t
n (X — )™ n.derece

e “Carpiklik” (skewness), bakisimdan uzaklig dlger.

e “Basiklik” (kurtosis), yayvanligi incelemek icin kullanilir.

e Bir rastsal degiskenin normal dagilima uyup uymadigini anlamak icin ¢arpik-
lik ve basiklik degerlerine bakilabilir.
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ISTATISTIKSEL DAGILIMLARDA BASIKLIK
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1.2.3 Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlar:

Normal Dagilim
Ortalamasi ve varyansi sirasiyla p ve o2 olan “normal dagilim” (normal distribu-
tion) asagidaki OYI ile gosterilir:

Fla) = — exp(—1M>, Co0 <3< 00

2 o2

e Normal dagilan bir rd, X ~ N(u, 0?) seklinde gosterilir.

e Normal egri altinda kalan alanin yaklagik yiizde 68’1 p« &= o degerleri, yiizde
95 kadar1 i 4= 20 degerleri ve yiizde 99,7 kadar1 da ;4 &+ 30 degerleri arasinda
yer alir.

Olciinlii Normal Dagihm
“Ol¢iinlii normal dagilim” (standard normal distribution) i¢in p = 0, 02 = 1’dir ve
X ~ N(0,1) diye gosterilir. OYI’si sudur:

f(x) = 1 exp (—122>, Z:a:—u
2 o

e Formiilde goriilen exp islemcisi, e lizeri anlamina gelir.

e 11 ve o? degerleri verili ve normal dagilan X rd’si, Z = £ formiilii ile
Olciinlii normal degisken Z’ye doniistiiriiliir.
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e Ornek: X ~ N(8,4) olsun. X’in [6,12] aras1 degerler alma olasilig1 i¢in
7, = % =—-1veZy, = 122;8 = 2’dir. Cizelgeden P(0 < Z < 2) = 0,4772
oldugunu goriiriiz. Bakisim nedeniyle P(—1 < Z < 0) = 0,3413 bulunur.
Demek ki istenilen olasilik 0,3413 + 0,4772 = 0,8185’tir.

OLGUNLU NORMAL DAGILIM

T T N(O’ 1) \7

04 yaN B

035 | ' .

03 [ i

¥ 025 B
c
3

g o2p .

0,15 i

0,1 / B

0‘05 L // \ |

// \\‘
0 1 _ 1 1 1 1 1 B - 1
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
X

Normal dagilima iligkin baz1 6zellikler sunlardir:

1. Normal dagilimin 3. ve 4. merkezi beklemleri soyledir:

3. merkezi beklem: FE(X — p)® =0
4. merkezi beklem: FE(X — p)* = 304

Buna gore, olciinlii normal dagilimin basikligi 3’tiir. Ayrica ¢arpikligi O ol-
dugu i¢in “bakisimli” (symmetric) olur.

2. Normal dagilan bir rd’nin tek sayil1 tim beklemleri sifirdir.

3. Normal rd’lerin dogrusal bilesimleri de normal dagilir. Ornek: X| ~ N (p1,0%)
ve Xy ~ N(po,03) iki bagimsiz rd olsun. Eger Y = a X, + bX, ise,

Y ~ N [(ap1 + bus), (a*c? + b*03)] olur.
e Normal dagilima iligkin 6nemli bir nokta da “Merkezi limit kanitsavi” (cent-
ral limit theorem) ya da kisaca “MLK” (CLT) konusudur.

e Merkezi limit kanitsavi giiniimiiz olasilik kuraminin yapi taglarindan biridir.
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MLKyi kisaca agiklamak i¢in, bagimsiz ve benzer sekilde dagilan (ortalama
= pu, varyans = 02) n sayida X1, ..., X, rastsal degisken varsayalim.

Kanitsava gore bu rd’ler, n sonsuza giderken ortalamasi y ve varyansi da o2 /n
olan normal dagilima yakinsarlar.

Baslangictaki OY1 ne olursa olsun bu sonug gegerlidir.

x? (Ki-Kare) Dagilim
21,4y, L3, . .., Zy, k say1da Ol¢iinlii normal degisken olsun. Bu durumda

k
X=> 7z
=1

rastsal degiskeni, y? seklinde gosterilen “ki-kare” (chi-square) dagilimina uyar.

e Buradaki k£ degeri, ki-kare degiskenine ait “serbestlik derecesi” (degrees of

freedom) ya da kisaca “sd” (df) olarak tanimlanir.

Ki-kare dagilimina iligkin baz1 6zellikler sunlardir:

1.

Ki-kare, “saga ¢arpik” (right-skewed) bir dagilimdir ancak serbestlik dere-
cesi arttikca bakisima yaklagir.

k sd’li bir x? dagiliminin ortalamasi k, varyansi ise 2&’dir.

. Eger Z; ve Z iki bagimsiz dagilan ki-kare degiskeniyse, Z; + Z5 toplami da

sd = k; + ko olan bir x? degiskeni olur.

Ki-KARE DAGILIMI

0,5 T T T T T
| Ki-kare(2) ——
0,45 [+ Ki-kare(5) —— -
\ Ki-kare(10) ——
04 4
035 | -
03 | .
x \
3
5 025 1
o
> \
02 i
0,15 |- i
0.1 \ — 8
0,05 - X ]
\\x
0 | - - _
0 5 10 15 20 25 30
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Student T Dagilim
Z bir dl¢tinlii normal degisken ve 7, de Z;’den bagimsiz bir ki-kare degiskeni

olsun. Bu durumda:
Z

N

degiskeni, k sd ile “Student t” (Student’s ¢) dagilimina uyar.

e Neredeyse tiim ¢aligmalarim1 “Student” takma ad1 ile yazmis olan istatistik¢i
William Sealy Gosset (1876-1937) tarafindan bulunmustur.

e ¢ dagilimi1 da normal dagilim gibi bakisimli ancak daha basiktir. Sd’si yiiksel-
dik¢e normal dagilima yakinsar.

e Ortalamasi 0, varyanst ise k > 2 i¢in k/(k — 2)’dir.

STUDENT T DAGILIMI

0,5 T T
t(120) ——
0,45 |- t(5) —— -
t(1) ——
04 N t(120) ~ Normal B
0,35 - 4
03 i
X
2
5 025F .
o
>
02 - =
0,15 - i
0,1 i
0,05 - 4
0
-5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5

Fisher-Snedecor F Dagilimi
Zy ve Zsy, ky ve ko sd’li bagimsiz iki ki-kare degiskeni olsun. Bu durumda:

_ Zifk
ZQ/]{;Q’

ky ve ko sd’li bir “F dagilimi” (F distribution) biciminde dagilir.

F dagilimina iligkin baz1 6zellikler ise sunlardir:

1. Ki-kare dagilimi gibi F' dagilimi da saga carpiktir ama k; ve k, biiytidiikce F'
dagilimi da normale yakinsar.
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2. ko > 2i¢in F' dagiliminin ortalamasi soyledir:

k
H= g

3. ky > 4 i¢in F' dagiliminin varyansi sOyledir:

2 _ 2k32 (k1+ko—2)
k1 (k1 —2)2 (kg —4)

o
4. F ile t dagihimlar arasinda su iligki vardir: ¢ = Fy

5. Eger payda sd’si ky yeterince bilylikse F' ve ki-kare dagilimlart arasinda su
iligki vardir: k1 Fy, 5, ~ X3,

F DAGILIMI
1,6 T
F(50, 50) ——
= F(10, 10) ——
14 - [\ F(50,10) — |
1,2 -
gL
x
3 ~
5 08
o
> \
06 [
04 - \
02t/ /] \
0 / 1 \»,,,, I — |
0 1 2 3 4 5 6
X
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1.3 Istatistiksel Cikarsama

1.3.1 Tahmin Sorunu

e Istatistikte bilinmeyenleri tahmin etmenin genel yolu, bilinen bir olasilik da-
gilimindan ¢ekilen n boyutundaki rastsal 6rneklem verilerini kullanmaktir.

e X, OYI'si f(x;0) olan bir rastsal degisken olsun.
e Burada ¢, dagilima ait herhangi bir anakiitle katsayisidir.

e Rastsal bir drneklem ¢ekilip soyle bir 6rneklem degerleri islevi gelistirilebilir:
0= f(ill'l,ﬂjg, Ce ,:L'n)

e Bize ¢’nin bir tahminini veren é’ya “istatistik” (statistic) ya da “tahminci”
(estimator) denir ve “teta sapka” (theta hat) diye okunur.

e “Tahmin” (estimation) denilen bu siire¢ iki boliime ayrilir:

“Nokta tahmini” (point estimation) “Aralik tahmini” (interval estimation)

Nokta Tahmini ve Aralik Tahmini

e Nokta tahmini, #’nin tahminini tek bir deger olarak verir.
e Ornek: Eger 6 = 20 ise bu 6’ nin nokta tahminidir.

e “En kiiciik kareler” (least squares) ve “encok olabilirlik” (maximum likeli-
hood) yontemleri en yaygin kullanilan iki nokta tahmincisidir.

e Aralik tahmini ise 6ncelikle 6 i¢in 0, = flxy,z0,...,2,) Ve Oy = flxy, 20, ..., 20)
gibi iki tahminci tanimlar.

e Daha sonra, gercek 0 degerinin belli bir giivenle (olasilikla) bulundugu [él, 92]
aralig1 tahmin edilir.

e Ornek: 0’nin %95 giiven aralig1 su olabilir: 19 < § < 21

e Boyle bir araligin 6’y1 igerdigi kesin olarak bilinemez. Belirlenen araligin 6’ y1
icerme olasilig1 ya 0’dir ya da 1’dir.

e Oyleyse, bu araligin yorumu sudur: Eger boyle 100 aralik hesaplanirsa, bun-
lardan 95’1 aslinda degeri bilinemeyen gercek 6’y1 icermelidir.
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Arzulanan Istatistiksel Ozellikler

e En kiiciik kareler ve encok olabilirlik gibi tahmincilerde “arzulanan” (desi-
red) bir takim istatistiksel 6zellikler vardir.

e Bunlan iki kiimede inceleyebiliriz:

“kiiciik orneklem ozellikleri” (small sample properties)
“kavusmazsal ozellikler” (asymptotic properties)

e Kiiciik orneklem ozellikleri, tahmincinin sinirli sayida gdzlemden olusan 6r-
neklemlerde tasidig1 6zelliklerdir.

e Tahmincinin kavusmazsal ya da biiyiik 6rneklem 6zellikleri ise 6rneklem bii-
yiikliigii sonsuza yaklastik¢a gozlenir.

Yansizhk
Eger 6 gibi bir tahmincinin beklenen degeri gergek 6’ya esitse, bu tahminciye 6’ nin
“yansiz” (unbiased) tahmincisi denir:

~ ~

E0)=20 yada E@®)—-60=0

e Kuramsal olarak yansizlik, ayn1 biiyiikliikte farklh farkli 6rneklemler ¢ekilip
de katsay1 tahmini yapilabilirse, bu tahminlerin ortalamasinin giderek anakiit-
ledeki gercek degere yaklasacagi anlamina gelir.

e Bu durumda yansizlik bir “tekrarli ornekleme” (repeated sampling) 6zelligi-
dir.

Enaz Varyansh Tahminci

6,’in varyanst; 6’ya iligkin 92, b5, ... gibi diger tahmincilerin varyansindan kiiciik
ya da ona esit olsun. Bu durumda, él’ya “enaz varyansl tahminci” (minimum va-
riance estimator) denir.

Enaz Varyansh Yansiz Tahminci

6; ve 0, 0’ nin iki yansiz tahmincisi olsun. Eger 6:’nin varyansi 65 nin varyansindan
kiiciik ya da ona esitse 6, tahmincisine “enaz varyansli yansiz” (minimum variance
unbiased) ya da “en iyi yansiz” (best unbiased) ya da “etkin” (efficient) tahminci
denir.
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ISTATISTIKSEL DAGILIMLARDA ENAZ VARYANSLILIK VE YANSIZLIK

N‘(5, 1)

0.4 - r N(0,4) —— -
[\ N(0, 9)
0,35 - E(X)=0 ICIN: | | Enazvaryansl -
| | ancakyanh
03 [ .
¥ 025 -
= |
D> Enaz varyansli yansiz
o 02 [ i
>
0,15 |- i
0,1 [ i
Yansiz ancak enaz
0,05 - varyansii degil q
0 . L
-15 10 -5 5 10 15

Kavusmazsal Yansizhk R
n gozlemli bir 6rneklem icin 6,, tahmincisinin “kavusmazsal yansiz” (asymptoti-
cally unbiased) bir tahminci olabilmesi i¢in ’nin su kosulu saglamasi gereklidir:

lim E(6,) =0

n—oo

e Diger bir deyisle, 6rneklem biiyiikliigu artarken eger 6’nin beklenen ya da or-
talama degeri gercek #’ya yakinsiyorsa, 6 tahmincisi kavusmazsal yansizdir.

Tutarhhk X R
Orneklem biiyiikliigii n artarken § tahmincisi 6’ ya yakinsiyorsa, 0’ ya “tutarli” (con-
sistent) tahminci denir.

e Diger bir deyisle, tutarli tahmincilerde n biiyilirken 6’nin beklenen degeri ger-
cek A’ya yaklasir ve ayn1 zamanda varyansi da kiigiiliir.

e Dikkat: Yansizlik ve tutarlilik 6zellikleri kavramsal olarak ¢ok farklidir. Tu-
tarlilik yalnizca kavusmazsal bir 6zelliktir.

e Tutarliligin yeterli kosulu 6rneklem sonsuza yaklasirken hem yanliligin hem
de varyansin sifira dogru gitmesidir.

e ) tahmincisinin kavugsmazsal dagiliminin varyansina, 6’ya ait “kavusmazsal
varyans” (asymptotic variance) denir.
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Kavusmazsal Etkinlik

Eger 6 tutarliysa ve 6’ nin kavusmazsal varyansi diger tiim tahmincilerin kavusmaz-
sal varyanslarindan kiiciikse, é’ya “kavusmazsal etkin” (asymptotically efficient)
tahminci denir.

Kavusmazsal Normallik

Orneklem biiyiirken eger 0 tahmincisinin drneklem dagilim1 da normal dagilima
yakinstyorsa, bu tahmincinin “kavusmazsal normal” (asymptotically normal) da-
g1ldig1 soylenir.

e Kavugsmazsal normallik 6zelligi, merkezi limit kanitsavinin bir sonucudur.

Dogrusallik
0 tahmincisi eger orneklem gozlemlerinin dogrusal bir iglevi ise, buna 6’nin “dog-
rusal” (linear) tahmincisi denir. Ornek olarak:

0 = (axy + brs + cas +...) {a,b,c,...} €R
tahmincisi #’nin dogrusal bir tahmincisidir.

En iyi Dogrusal Yansiz Tahminci

6 eger 0’ nin farkli dogrusal tahmincileri arasinda yansiz ve enaz varyansh tahmin-
ciyse, é’ya “en iyi dogrusal yansiz tahminci” (best linear unbiased estimator), ki-
saca “EDYT” (BLUE) denir.

1.3.2 Onsav Sinamasi

Onsav sinamas1 konusu asagidaki gibi 6zetlenebilir:
e X,OYI'si f(x;0) bilinen bir rastsal degigken olsun.
e Burada #, dagilimin herhangi bir anakiitle katsayisidir.
e Genellikle gercek 6 bilinemez ancak tahmin edilebilir.
e 1 biiylikliiglinde bir rastsal 6rneklem cekilerek 6 tahmincisi bulunmus olsun.

e Onsav sinamas yontemi kullanilarak, anakiitle katsayis1 #’min varsayilan bir
0* degeriyle uyumlulugu sinanabilir.

e Bunun i¢in, eldeki 6 tahmini ve bu tahminin olasilik dagilim ile ilgili bilgi ya
da varsayimlardan yararlanilir.
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Sifir Onsavi ve Almasik Onsav

Anakiitle katsayis1 €’nin secili bir 6* degerine esit olup olmadig1 sinanmak
isteniyor olsun.

Bu durumda, 6§ = 6* savina “sifir énsavi” (null hypothesis) adi verilir ve
Hy : 0 = 07 ile gosterilir.

Bu sifir 6nsavi, Hy : 6 # 0* ile gosterilen “almagsik onsav” (alternative hy-
pothesis) savina kars1 sinanir.

I. ve II. Tiir Hatalar

Smama sonuglart degerlendirilirken dikkatli olunmalidir.

Sinama sonucu bir olasilik degeri olacagi i¢in hatali bir karara varilmasi ola-
sidur.

Eger H, aslinda dogruyken reddedilirse, buna “I. tiir hata” (type I error) de-
nir.

Eger H, aslinda yanligken reddedilmezse, buna da “II. tiir hata” (type 1I er-
ror) denir.

Cizelge: I. ve II. Tiir Hatalar

Gergek Durum
Karar HyDogru  Hy Yanlis

Hjy Reddedilir I. tiir hata ~ Hata yok
Hjy Reddedilmez = Hatayok IL. tiir hata

Anlamlilik Diizeyi

Yazinda 1. tiir hata olasilig1 « ile gosterilir ve “anlamlilik diizeyi” (signifi-
cance level) adiyla anilir.

Onsav sinamasina klasik yaklasim I. tiir hatanin II. tiire gore daha ciddi oldu-
gudur.

Dolayisiyla, uygulamada o 0,01 ya da 0,05 gibi diisiik bir diizeyde tutularak
L. tiir hata yapma olasilig1 azaltilir.

(1 — «) degeri L. tiir hatay1 yapmama olasiligin1 gosterdigi i¢in buna “giiven
katsayisi” (confidence coefficient) denir.

Ornek olarak, eger anlamlilik diizeyi o = 0,05 olarak secilmisse, giiven kat-
sayist (1 — a) = 0,95 ya da %95 olur.
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Anlamhilik Sinamasi ve Giiven Arahgi

e Onsav siamasina iki farkli yaklagim vardar:

“giiven aralig1” (confidence interval)
“anlamlilik sitnamas1” (test of significance)

Giiven aralig1 yaklagiminda, anakiitle katsayisi 6 i¢in tahmin edilen é’ya da-
yanan bir %100(1 — «) aralig1 kurulur ve bunun # = 6* degerini icerip iger-
medigine bakailir.

Eger bulunan giiven aralif1 6*’1 iceriyorsa sifir 6nsavi reddedilmez, icermi-
yorsa reddedilir.

Anlamlilik sinamasi yaklasiminda ise § = 6* varsayimina iligkin bir stnama
istatistigi hesaplanir ve bu istatistigi elde etme olasiliginin ne olduguna baki-
lr.

Eger bu olasilik secilen o degerinden kiiciikse sifir onsavi reddedilir, biiyiikse
reddedilmez.

Belli bir uygulamada bu iki yaklagim ayni sonucu verir.

Onsav Sinamasi Ozet
Istatistiksel bir 6nsavin sinanmasinin adimlari kisaca soyledir:

1.
2.

Bir sinama istatistigi alinir. Ornek: X

Sinama istatistiginin olasilik dagilimu belirlenir. Ornek: X ~ N(u, 0%/2)

. Sifir 6nsavi ve almagik dnsav belirtilir. Ornek: Hy : pu = 75, Hy:p#75

. Anlamlilik diizeyi « segilir. Ornek: o = 0,05

Sinama istatistiginin olasilik dagilimindan bir %100(1 — «) giiven aralig1 ku-
rulur ya da sifir 6nsavina iligkin istatistik hesaplanarak bunu elde etmenin
olasiligina bakilir.

Elde edilen sonuglara gore sifir onsavi reddedilir ya da reddedilmez. Karar
verilirken her 100 deneyde 100« kez yanlis sonug¢ bulma riski oldugu unutul-
maz.
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Oniimiizdeki Dersin Konusu ve Odev

Odev
Kitaptan Appendix A “A Review of Some Statistical Concepts” okunacak.

Oniimiizdeki Ders
Ekonometri Nedir?
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