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5.62 Ders #9: MIKROSKOBIK ENERJi SEVIYELERINDEN
MAKROSKOBIK OZELLIKLERIN HESAPLANMASI:

Jotel-

Makroskobik termodinamik 6zellikler Q cinsinden yazilir. Q, molekiiler enerji seviyeleri veya
halleri tizerinden toplam olan tek-partikiil partisyon fonksiyonu q’la iliskilendirilir. Atomlar ve

molekiiller, farkli enerji seviyeleri veya hallerine sahiptirler. Her tip hal, incelenen makroskobik
ozellige q vasitasiyla kendi katkisini yapar.

MAKROSKOBIK OZELLIKLERE OTELEME KATKISI

Tek-Molekiil Oteleme Partisyon Fonksiyonu
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(In N/ = NlIn N — N Stirling Yaklagim1’dir)

Ortalama enerjiye (U, i¢ enerjiye katkilardan biri) 6teleme katkisin1 hesaplayiniz
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Bir gazda N molekiliin ortalama Oteleme enerjisi

Oteleme enerjisinin 1s1 kapasitesine katkis1 nedir.
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5.60’dan, ideal tek atomlu bir gaz i¢in C,’nin ¢ogunlukla

- . 3
C,=0C, ;",ir—;h’

olarak gozlendigini hatirlayin.
Ideal tek atomlu bir gaz i¢in i¢ enerjiye konacak &telemeden baska dnemli diger bir alan yoktur.

Basinca 6teleme katkisini hesaplayin:

A i - p
p= _[dA kT dnQ (dA = —pdV — SdT + pdN oldugunu animsayin)
IV A1 LIV AT

Zira, A= -kTInQ

2mmkT \*"  (sadece ilk terim, V' bagimlid
Qs =NInV +111[\j_ ]+Nll [ Tfll]l-,.T | (sadece ilk terim, V bagimlidir)
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Entropiye 6teleme katkisini hesaplayin

S=klnQ+ET
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YineInN! ~NInN-N Cok biiyiik N icin gegerli Stirling Yaklagimi
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[T]=K;[m]=g molfl; [p]=atm ( S. I. degil)
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N 3 _
S/Nk=—InT+-lnm-Inp-1.15170| [p]=ba

SACKUR-TETRODE ESITLIGI
1911-13

[Sackur ve Tetrode insandir, cihaz degil !]
OTELEME ICIN P(¢)

Oteleme igin P;’yi biliyoruz

n?(1* M* NP oL AMN /KT
e(LMN)=—| +—5+— 5 = B
( Smia’ b’ ¢ ;| oldugunda ij\ PLax ™
=g (L)+ E.E__{M) +&_(N) Kuantum
hali
L, M, N nolu ii¢

kuantum sayili en diisiik olasi enerji L =M =N = 1 i¢indir.

oteleme halindeki
molekiiliin olasilig1
Ancak P(g), P;’den daha yararli bir formudur.

PLMmN’yl P(g) olarak yeniden yazin

Pe)=g(e)e "™ /Qua

€ enerjili Dejenerelik (€ enerjili
molekiiliin olas. molekiiler hallerin sayis1)

GEREKSINIM: g(¢)’u hesaplamak

10 cm’lik kiipte L =1, M = 1, N = 1 halindeki N, molekiiliiniin enerjisini diistiniin.

e(1,1,1)=3 x 1.695 x 10 _ kcal/mol B=1+1+1)
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Bir sonraki daha yiiksek enerjili hal

&(2,1,1)=6 x 1.695 x10 _ keal/mol (6 =4+ 1 + 1)’dir

Haller enerji olarak ¢ok yakindirlar: Ae = 10720 kcal/mol

Bir molekiiliin izin verilen enerjileri ¢ok yakin konumlandigindan kesikli P(¢), siirekli bir P(¢) de
ile yaklastirilabilir. Eger P(¢) stirekli olarak isleme sokulursa Py v n’de keza siirekli isleme
sokulmalidir; zira bu dagilimlar, birbiri iizerine ortiismek zorundadir. Problem bir seferde 1
boyut i¢in daha kolaylikla ¢oziilebilir. Sadece x-boyutunu diisiiniin

P(ex)d(ex) x yoniindeki 6teleme nedeniyle enerjisi g, ve € + dey arasinda olan
molekiiliin bulunma olasiligini temsil eder; biz bu siirekli dagilimi
belirlemek istiyoruz.

P(L)dL x-yoniindeki hareket i¢in kuantum sayisi L, L ile ve L + dL arasinda olan
molekiiliin bulunma olasiligini temsil eder; kesikli Py, dagilimini bilmemiz
nedeniyle bu dagilimi biliyoruz.

dl.  LvelL+ dLarasindaki hal sayis1
L e (L+dL)—g(L)

de

Cogunlukla “birim &, basina hal sayis1” olarak tanimlanir.

Kuantum sayisi,uzunluk degil

ntum ey aanluk def
p . —; (LV/KT
— M I oldugunda P(L)=
hl ] Ay a, X yoniindeki kap
uzunlugudur
clinkii

) 2 Y2 T 5 12
(27mkTa® | [ 2amkTb® | [ 2mrmkTe? |
Qs = qEq}'Qz =T =

h* ,| L h* J | n

Simdi P(gy) ve P(L) bir digeriyle ortiismesi gereken iki siirekli dagilim fonksiyonudur. Esasinda,
aynit dagilimi gosterirler ama degisken degismistir. Problem, P(L)’yi P(g4)’a iliskilendirmektir.
Bu asagidaki sekilde yapilabilir:



P(e )de, =P(L)dL
dL

P(e,)=P(L)

de,

Doniisiimiin Jacobien’i
(degisken degisimi icin
(sayfa 9-7, 9-8’¢ bakin)
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Degiskenlerin bu degisimi i¢in Jacobien esas olarak dejenereliktir. Bize €, deki kiigiik bir

aralikta kag tane hal oldugunu anlatir (“haller yogunlugu”, dn/dE). [Kuantum mekaniginde de
haller yogunlugu 6nemlidir. Tek boyutlu sistemlerde, bir potansiyeldeki hareket periyodu ile

orantilidir.]

& ‘1 hesaplayin ki P(&x) hesaplanabilsin

de, L
21,2 { 2 b2
e = L'h or Lveys Smaq €,
8ma” | h™ )
, 12 Y
dL d [Sma‘ex 2ma- i
= - = — 'Ex
de, de, h= L’ J
bu . 1/2
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’ de, Qs h-
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o N
_ e = /KT [Ema‘ e
/ N 2 fx
2mmkTa" h™ )
h’ )
P(e, ) = (nkT) ™2 2o /T
Normalizasyonu kontrol edin ' J‘GWP{TEI }dg_x =1 olmasi gerekir
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Tam olarak normalize edilmistir. Bu nedenle:

| 1 BOYUTTA
P(e, )=(nkT j 1z -l BOLTZMANN KiNETIK
' ENERJI DAGILIM

FEVKALADE ONEMLI!

x yoniindeki 6teleme nedeniyle kinetik enerjisi g ve & + dey arasinda olan bir gaz igerisinde
serbest bir molekiiliin bulunma olasilig1

Degisken(ler) Degisimi iizerine Not
Tek degiskenli fonksiyonlar icin

f(x)’1 biliyoruz, ancak f{x)’deki bilgiyi almak ve farkl1 bir degisken, y cinsinden yeniden ifade
etmek istiyoruz.

Jx)dx = g(y)dy
g(y)’yi ve f(x)’in yerine nasil kullanilacagini bilmek istiyoruz.

dy = ] dx
dx
; . iy
f{xyde = _;;If_v}ﬂ dx boylece rnx)=g ["":*:']T
dv dx
ve

. dx
g(¥) = flx(n]—
dv
gly()]: “x’de y(x) fonksiyonu degeri ile saptanan y degerinde g(y) fonksiyonunu degerlendirin”
anlamina gelir.
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iki ya da daha fazla degisken fonksiyonlari icin

flx.v,z... } dxdvdz...= glr.s.t,...)drdsdt. ..
_dlrsr...)
a(x,v.2,...)

flxy.z...) glr(x vz )s(xvz.) (v z.. ]]

transformasyon
“Jacobien”i

Bir degisken i¢in tek tiirev, N degisken icin tiirevlerin N x N determinanti ile degistirildiginde

dr ds o
dr dr dr

oo
Ar.s.t,...) dy dy dy

d(x.v.z....) |9 ds o

9z 9z oz
Ornek: X,z <r0,0
X=rsinBcosd
V=158 sind
Z=1c0s8
3 x 3 determinant
nod %
gr 2"- j sBeh sBs0 ob
dxdydz = }—; % ﬁ drdBdd=| reBet reBsd —rs8 |drdBdo
i
d_1 E]'_\ i —rsOsh  rsBep 0
dn afp  db
ki bu da bilinen

dxdydz = r'sin® drdéde. sonucuna indirgenir.



Negatif Sicakhk Hakkinda Bir Not

Molekiiler partisyon fonksiyonunun

g= 2 o & /T

oldugunu ve bir molekiilde i’nci seviye kesirsel popiilasyonunun

T=ev/g

oldugunu ve N molekiil igeren bir 6rnekte bu seviye popiilasyonunun
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7, = Nf,.
oldugunu gordiik.
i ve j seviyeleri i¢in popiilasyon orani
fo T _ e
: =—= t"
I n
T>0i¢in
& <E oldugunda F = ?
T— 0K f < f icin
T—oowoveg < & FI = FI i¢in
Ancak f.=F egerise (lazer kazang ortaminda oldugu gibi) bu T < 0 anlamina gelir.

T < OK ile denge olasilig1 yoktur, ancak bir popiilasyon orani ¢ogunlukla bir termometre gibi
kullanilir. Bu nedenle, bir “yatiskin hal” (fakat denge degil) durumu ekseri bir negatif mutlak
sicaklikla tanimlanir. Eger “T < 0K” olan bir yatigkin hal 6rnegi ile basladiysaniz ve dengesiz
yatigkin hali siirdiiren enerji girdi kaynagmi kapatirsaniz, “T” (bir popililasyon oranmi ile
tanimlanan) giderek artan negatif degerler alacak, — «’dan dogrudan +w’a gececek ve sonra

cevrenin denge T ’ne azalacaktir.



