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5.62 Ders #8: Boltzmann, Fermi-Dirac, ve Bose—Einstein
Istatistikleri

AYIRT EDILEMEZLIK PROBLEMINE DOGRUDAN YAKLASIM

Ayirt edilemezlik problemine tanecikleri baglangicta ayirt edilemez fermiyon veya
bozonlar seklinde isleme sokarak yaklasabilirdik . KM bize

1. Tum tanecikler ayirt edilemezler

2. Tum tanecikler ya fermiyonlardir veya bozonlardir. Degisime gore bir tanecigin
dalga fonksiyonunun tek/ ¢ift simetrisi, tanecigin fermiyon veya bozon olmasi ile
saptanir.

oldugunu soyler.
FERMIYON — Fermi-Dirac istatistigine uyan bir tanecik;

cok-tanecik dalga fonksiyonu, herhangi bir esdeger tamecik c¢iftinin
degisimine gore antisimetriktir (isaret degistirir): P y =—y

”» tamsay1l1 spin

€, proton, He

Tek hal doldurma sayisi: n; = 0 veya n; = 1, bagka olasilik yok!
BOZON — Bose-Einstein istatistigine uyan bir tanecik;

cok-tanecik dalga fonksiyonu, herhangi bir esdeger tanecik ¢iftinin degigimine gore
simetriktir (igsaret degistirmez)

4He, H,, fotonlar tamsay1l1 spin
n; = kisitlamasiz, herhangi bir say1

SLi, "Li, D, D" ne tiir bir taneciktir?

Enerjisi €; ve dejenereligi g; olan i seviyesini dikkate alarak

. mln. o)
T ALY
Q{nf)=]1—%7"

i=1

nasil yazilacagini anlamaya c¢alisiyoruz. Daha 6nce, €; seviyeleri gi-kat dejenere
olmuslardan ziyade dejenere olmamis haller i¢in Q({n;})’yi dikkate almistik.
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Her bir sistem tiirii i¢in sonuglar1 genellestirmeden dnce bazi basit 6rneklerle
oynayalim.

3 dejenere hal: A, B, C (haller kiip i¢indeki tanecik i¢in X, y, z dogrultular olabilirdi)

2 tanecik: 1, 2

A B C
1 2
1 2
2 1
2 1
1 2z
2 1
1,2
1.2
12

Eger tanecikler ayirt edilebilir ve doldurulabilirlikle ilgili hi¢bir kisitlama yoksa ayirt
edilebilir diizenlemelerin toplam sayis1 3% dir. Bunun dejenere olmayan haller icin belli bir
doldurma sayis1 dizini dejenereliginden, N! farkli oldugunu not edin.

[In,!

Tanecikler tarafindan doldurulan her bir dejenere seviye i¢in tanecik ayirt
edilemezligini diizeltmek i¢in bir faktoriimiiz vardir:

tanecikler

[\ atomik hal dejenereligi

w(n,g)=g¢"

N! ile boliiyoruz.

t

7 5 o
I |LI_||._11._.gi,| | | i

Q, ({n}) = _

=]

N!' T NI
Bizim durumumuzda % — 4 5 olur ki tamsayi degildir, bu nedenle dogru
toplam yol sayisii¢cin  g"  sadece bir yaklasik deger olabilir.

n!
Simdi F-D sistemine gidin

doldurma sayis1 0 veya 1, ayirt edilemez tanecikler, bu nedenle g > n.
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wep(n.g) = g hallerinden herhangi birinde 6nce uyarmayi koyun, 2. olarak g-1’in
{ g! }i herhangi birinde, sonra taneciklerin ayirt edilemezIligi i¢in n! ile boliin. Son
n! olarak, “deliklerin” ayirt edilemezligi i¢in (g — n)! ile boliin.

o |

HLU-—-'::._Q'-H'] H |— |
o g | (g )Int )

NI B NI

b |
b |
LA [=]

Il
s

Simdi B-E i¢in
Kombinatoriyal faktér nedir?
n tanecik
g ayirt edilebilir haller — g—1 ayirt edilemez kisimlar

n ayirt edilemez tanecik ve g—1 ayirt edilemez kisimlart miimkiin olan tiim siralamalarda

yerlestirin.

(n, +2—1)!
) I ==

(I}EEI:]']'i'E 1 I o l.,|
i \ i= ji= 1 i'l'-'\- — i)
f'JBE H_I'L_}J: 1 - — =l NI
bizim durumumuz igin  G+3=-D! 41
23— =2121=06
A B C
XX
TH{
XX
X X
X X
X X
bizim 6rnegimiz i¢in Op < @< O
3 45 6
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daima dogru —o(n;,g;)faktorleri Q({n;})’dekilerle terim terim karsilastirin. Bu dejenere
bir seviye i¢in; 'nin BE i¢in daima en biiyiik FD i¢in en kii¢iik oldugu anlamina gelir. Nigin?

BE, diizeltilmis Boltzmann ve FD’ye ait n; i¢in genel, 6zenle ¢ikarilmis sonuca baglamadan
once diizeltilmis Boltzmann istatistigi i¢cin p ve q arasinda bir baglanti tiiretmemiz
gerekecektir.

A=-KT In Q=—kT In (q"/N!) =-NKkT In q + kT In N!

biiyiik N i¢in In N! = N In N — N. Bu Stirling yaklagimidir. Cok, ¢ok yararli.

A=-NKTlng+ NETInN - NKT

Ay )
p=| oA | =—kTlng+KkTInN+NkT(}/N)-kT
\ E}N -"IT.‘;
=—kTlng+kTInN
=—KkTIn(q/N)
J :
——=In{qg/N
T (q/N)
e =q/N
q=Ne** T ¢ok uygun bir formu

&i seviyesinde, N icinden bir tanecik bulma olasiligi

—& kT
e

P;’nin standard tanimi ve istatistiksel

o _ mekaniksel degerleri
n, = Ne /T [q

qQyu 0, =Ne ™ [Ne#¥ )= —— ile degistirin.
g SRR

Bu 7; icin diizeltilmis Boltzmann sonucudur. &; < p oldugunda, diizeltilmis Boltzmann
gecerliliginin temel varsayimina aykiri diiserek n; > 1 olur. Keza T — 0 oldugunda, dolu
olan yegane seviyeler g < p olanlardir. & > p ve T =0 oldugunda n; = 0’dir. Ayrica p’niin T
bagimlilig: tiiretmesinden

w= kT In (q/N)

]fin} 3¢=0 oldugunu kaydedin.
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O halde T — 0 iken, &= 0’da yegane dolu seviye igin doluluk n__, =1 ‘dir.

T — 0 iken ve 1P, 1 ile kiyaslanabilir oldugunda, diizeltilmis Boltzmann istatistiginin BE
veya FD ile degistirilmesi geregi agiktir.

One siiriin (u, V ve T nin sabit tutuldugu Biiyiik Kanonik Topluluklar Toplulugu igin
tiretilmis, Hill sayfa : 431 —439)

+1, FD'dir
n_i — w+ — 1 BE'dir
e *1 1 yok, B’dir
Bu esitlik S beklentisine uyar
T — 0 limitinde
&= U g&is U &= U
oo — oo < 0 (imkans1z) 0
mr 1 1 0
e 1 oo(yasaya aykiri) 0

Oncelikle n;’nin taneciklerin toplam sayisina dogru olarak normalize edilisi i¢in “tam”
sonugtan emin olalim

_ 1
N=F n,=F) ——
P T elaTHIET 4
normalizasyon diizeltme faktori
dolayist ile
N
F= 1 normalizasyon faktorii

n; = l__i = 1
A (e, —) KT
T {_ LG DY W

+1

normalize edilmis “tam” sonuc¢ ;‘

normalizasyon igin kontrol

edilmis olarak vaklasik sonuc

Simdi tiim j’ler igin e &+ >> 1 Boltzmann yaklasimmi yapin
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+1 faktorleri kiigiiktiir ve ihmal edilebilir, bu nedenle:

o= N _
’ )Ty ol )/AT

]

o Ne—é.__.-'l-tT Ne & JET

1. = — =
i —e JET

e q

j

DOGRU OLARAK BOLTZMANN iSTATISTIGi SONUCUNA INDIRGENIR!

— . . . L. E — —
n; i¢in FD ve BE dagilim fonksiyonlarini ¢izin. — ! "ye karsi n;

kT

Not edin:
* FD i¢in n; , 1’den biiylik olamaz
* BE i¢in € = W oldugundan; , oo’a gider
*n; = 1 oldugunda artik diizeltilmis Boltzmann’1 kullanmamiza izin verilmez.

| ; B-E egrisi co’da burada son bulur
3 — i
E
Bose-Einstein
2 . ¥
n;
Fermi-Dirac
’ £ KLASIK bolge
\ Boltzmann istatistigi

| I | [ I
-2 -1 0 1 2 3

kT biriminde (g—p)

Biiyiik €—p ve bunun sonucunda biiytik e & W/kT yeya'n; < 1 igin
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—FD _ —BE
ﬂ:i = I'li

ve bu doluluk sayilar1 esit oldugunda

n << 1!
“Siradan” sicakliklarda atom ve molekiillerin ¢ogu n; < T veya q > N oldugu Boltzmann
rejimindedir. Bu durumda, FD ve BE istatistikleri arasinda fark yoktur. Molekiiliin fermiyon
ya da bozon olusu fark etmez. Dolayisi ile gelistirdigimiz Boltzmann istatistigi cok genis
kosullar ve molekiiller i¢in gecerlidir.

ISTISNALAR: “He ve H,, BOZONdurlar.
0K’ye yakin T’de gibi islem gérmelidirler.

*He FERMIYON(dur.
0K’ye yakin T’de gibi islem gormelidir.

Istisnalarm diisiik T°deki molekiiller ve hafif atomlar olduguna dikkat edin. Zira taneciklerin
kiitlelerini azalttiginizda, tanecik halleri arasindaki enerji araliklari, daha az sayida olas1 hale
neden olarak, biiylir. Eger daha az sayida hal var olursa n; artar ve sonunda FD ve BE
istatistikleri arasindaki fark goriilebilir hale gelir.

2

£ = h (n2+u1+nz]
© 8ma ‘' " ¥ £

HAFIF TANECIK AGIR TANECIK

* 11 daha buyiiktir
*  FD veya BE istatistiklerini
kullanmak gerekebilir

* 11 gaha kicuktir

“Normal” sicakliklarda >~20K, 3He, *He ve H, Boltzmann istatistigi ile incelenebilir.
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Dolayis1 ile burada sicaklik da bir rol oynar. Bundan gelecek sefer sz edecegiz.

FAKAT ELEKTRONLAR, 1; degerleri = 1 oldugundan tiim “normal” sicakliklarda (<
3000K) FERMIYON olarak islem gormelidir.

Bir altin kristalini olusturan Au atomlarinin degerlik elektronlar: tiim kristalde
delokalize haldedir. Bu elektronlar kristal i¢inde elektron gazi olarak diisiiniilebilir. Bu,
elektronlarin enerji seviyelerinin kutu-iginde-tanecik enerji seviyeleri oldugu bir serbest
elektron modeli olarak adlandirilir. Herbir elekton halindeki ortalama elektron sayisi Fermi-
Dirac dagilim fonksiyonu ile verilir.

n.|=|l———m—
1 R F.D.

T=0da

€r = Fermi enerjisi

0
g§—H

Her hali artan enerji sirasinda 1 e ile doldururuz. e ‘larin bittigi enerji € = p’dur. Kat1 Hal
Fizigi dilinde T = 0’da bir e ‘nin sahip olabilecegi maksimum enerji olan

i = e FERMI ENERJIST’dir.

T >0K’de
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g—Ep

fa

T artirildiginda elektronlar dolu halden dolu olmayan hallere gecerler. n; > 1 olmasina izin
verilmediginden dolu olmayan hallere gecmelidirler. Bu metallerde iletkenligin kaynagidir.
[Kursun ikinci yarisinda bu konuda daha fazla bilgi]
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Ders Dis1
B-E ve F-D Tanecikleri icin Alternatif n. Tiiretilmesi

(gercekte bu, haller, i ve
doldurma sayilari, {n;} dizinleri

Kanonik p. f. 0= 2 o {[}q 1 ]l g
Ind
=y H [m[rgi ]E:—‘ﬁ"’=*-:l lizerinden bir toplamdir)
In} i

o(n;), & tek-tanecik enerji seviyesine n; tanecigin yerlestirilmesinin ayirt edilebilir yollarinin
sayisidir.

o(n) formu, tanecik istatistigine baglhdir.

Eger bu toplam1 hesaplamak miimkiin olsaydi, n;’yi

_ (9InQ —kT 90
= _If“!l" = 1 =
e o
kT 'f—,u_ A\ .
= _— T Q 1. (.-_'-“"F:
o2 5z )
2 nQ({n]) e s

_ )

Il
g

)
‘den hesaplayabilirdik. c

Simdi Q’yu tanimlayan doldurma sayilari iizerinden toplamda maksimum terimi veren
doldurma sayilari, {n;}, tek dizinini bularak Q’yu yaklasik olarak hesaplayacagiz.
Yaklastirma, Q’yu toplamdaki bu maksimum terimin degerine esitlemektir. Haller, i,
iizerinden toplam geriye kalir.

Bu yaklagim ancak eger toplamdaki maksimum terim doldurma sayilar1 farkli dizinine kars1
gelen herhangi bir terimden ¢ok biiyiik ise gecerli olabilir.

Bu, istatistiksel mekanikde olagan ve yararl bir yaklagimdir.

Toplamdaki maksimum terimi bulun, Qy adini verin ve Qy = Q kabul edin.
A=—kTnQ,,

—BA=InQ,, = E: -[lll[m (m, ]]— Be.n. } \

Sadece Q’yu tanimlayan toplamdaki maksimum terimi veren doldurma sayilari tek dizinini
muhafaza ettik.
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z’ ‘daki lis isareti N = z n;  sinirlamasini gosterir.

Sinirlamali toplamin, sinirlamasiz toplamla yer degistirebilecegi sekilde bu sinirlamanin
uygulamaya konulmasi i¢in Lagrange ¢arpanlarini kullanin,

—pfA=nQ,, = 2 {111[[1]{31:. }]— |3E_I.n_l} +}(2 n — NW

L \ 4
sinirlamasiz =0
J"( A \lll toplam secilecek
_Bl s J — _}L deger
ON o
i a 1 b
ama [LJ = i Béylece 5 A =[Py :i,
ON A kT

A icin tiiretilen 6zglin degeri yerine koyun,

—BA=) {ln[m{ n, ]]— Ble, —p)n, ] —NByu .

yeniden diizenleyin
NBy—pA =2 {111 [om,)-Be, - p)n, ]}

ve termodinamik 6zdesligi kullanin
G=Nu=A+pV

B(Np—A)=ppV=nQ+Npu = Z {]ﬂl:m::n_, ]:I— Ble, - ;::} n, }

Simdi o(n;) i¢in 6zel formlart segiyoruz ve BpV i¢in yukaridaki esitlikte yerine koyuyoruz.
Heniiz Q’nun Qy; ile yaklagimindan s6z edilmedigini not edin.

A. Diizeltilmis Boltzmann

gi, tek-tanecik g; enerji seviyesinin dejenereligidir ve n;, €; enerji seviyesindeki topluluktaki
taneciklerin sayisidir.
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n!
11\ e —_— _
J.J.J.\HJH—n}l‘l'.... :r].ﬂ n+n

BpV =2 [mlng, —nInm+n —B(e, —p)n)

bu toplamdaki maksimum terimi elde etmek icin herbir n;’ye gore tiirev aliriz. Herbir n; igin

f ™
ifﬁ:’«" V)|  ={ln(g)-1nn,—1+1-P(e,—pu)}=0. bdylece
,kairl. - Koo ) )
n= ;;I.fﬂ"s""cﬁ"'
( ekstremumun maksimum olup minimum olmadigini saglayan w =—(lin) <0
oldugunu kaydedin) dn,;
q=Ne ™ oldugundan e™ yerine N/q konuldugunda standard diizeltilmis Boltzmann
sonucunu elde ederiz.
ﬂ = HI'CJ_E“I:
N I

daha da 6tesinde, BpV’yi tanimlayan {n;} dizinleri {izerinden orijinal toplami, toplamdaki
maksimum terimi veren 6zgiin {n;} dizini ile degistirdigimizde

fpV = E. m, 111i +n,—B (EI. —Ji)n, I
i | n )

il

B (fﬁ:.i-' =#
n.

mln(g; /m)=np(e - p).
elde ederiz.

Boylece ideal gaz yasasi olan

BpV=Y n=N
elde edilir. :
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B. Fermi-Dirac

1

2!

0 (g.0)=———
(8.1 nl(g—n)!

fpV = Z {lu[m[n; )—B(e - ;rj:rl.]}

BpV=> {glng —g—nlan +n —(g —n)la(g —n)+(g—n)-B(e—u)n]
—g,+n+(g, —n)=0
d

{ nj} dizinleri lizerinden toplamdaki ekstremum terimi, E alimmasi ve sonug¢=0
dn.
1

yapilmasiyla elde edilir.

Tiim 1 degerleri i¢in (3 BpV)

: L] ={In(g,—n,)—1nn —B(e,—p)} =0
| on, '
Y I TN

1nu: B[E_. —_ I”]
.

B — _ i—l _ EI$|EI—.|.|

n, i,
Boylece B _ Pemnl g
n,
, 1
FI3
o =i e -
! '(Jﬂ-ﬁ’. |

Q’daki toplami, maksimum terimi, Qy ile degistirerek

BpV = Z {g;Ing, —mInn —gIn(g, —n)+nln(g —n)-Ple —p)n]}

=Y {gIng—gn(g—n)+m 2" —B(e - u)n, }
) | ; l n, J

ancak {n;} dizinleri lizerinden toplamdaki maksimum degere sahip terim i¢in

ln :s!!.- _'”.: — B(EI _ '{[:]
n.

ve { }’deki son iki terim sadelesir.
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frV =—ZE & = 2~ 111[ l——-
:—Z[{ 111| 1_'}5—”1 |
=3¢

S B l|
gl
{ |Eu$ -] 1.‘

—2” ln. S =¥ o nl14 5]

ideal gaz yasasi olmayan yukarldakllerl elde ederlz. Ancak, yiiksek €’da

In[1+flee] — Ghlrs)
zirax < 1 i¢in

In(l+x)=1nl+ L X+...
1+0

= .1'

ve x =P jcin g » p oldugunda

S

Boylece ideal gaz yasasi!

B}'F‘ V= zllfl_f.’t“.'“-i' ) = z_[fl_rﬁ’p'ui’_ﬁg
—fi __ £
e =(g/N)

: Ne. T
BpV=> 5L _Nioy
elde edilir. i ef q

C. Bose-Einstein
(g, +n, - 1:|
II n —_
."1'.|l :I .: | [:-[",f — 1}:||

Boylece
Ine,, (n) = g, +n-1)n(g,+n—-1)—(g+n—-1)—nlnn+n—(g -1)n(g -1)+g -1}

= [(g+n—1)n(g,+n ~1)—nnn —(g —1)in(g,—1)]

BpV =lnQ+NBu =Y {lnw,, (n)-B(e - u)n}.

{m}
BpV’ye en biiyiik katkiy1 yapan doldurma sayilari dizini

{ I L ¢ -1:
| d(BEpV) —0=ln(g,+n,—1)+ g +n—1 tnn, P B - ) den elde edilir.
L an, g.+n—1 n, :
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boylece

In +n,—1 —Ble, - .“)

g -1 +1=P
n,
, 1
BE .
= ('L‘-: 1} |
gi > 1 oldugundan her zamanki sonucu elde ederiz
BE I
n, o= Fe-T_{

ve & = p oldugunda payda ortadan kalkar n;®" ¢ok biiyiik olabilir. Bu Bose-Einstein
kisaltmasidir. Eger g < p ise negatif doldurma sayis1 anlamsiz sonucu elde edilir.

D. Maksimum Terim Yaklagiminin Dogrulugu
(Hill, Ek 11, sayfa 478-480’e bak.)

t({n;}, toplamdaki tipik bir terim ve X’ ise
Z”;‘ =N

kesin sinirlamasini belirleyen olmak iizere

0= I1 [o(n)e* 1= r((n)

H [mf_nf JeTFun 1.‘nin maksimum degerini veren doldurma sayilari 6zel dizininden, {n}

ny

sapmalarda kuvvet serisi olarak toplamda t({n;}) tipik teriminin degerini genisletin.

L =1(U]).
{n,}  dizini ve ty degerini bulmak iizere tiim n; degerleri icin
J \ —Ben
0= __—[mf.irl. )e "'E]
dn,
gereksinimini 6nceden kullanmistik.

Bu nedenle, -2  n
Ins [{”f ]] =lns |:[”I} }+%26”-: c 11.1—&::: ”'I) -
) S22 dn;

Agilimda sifir olmayan ilk terim ikinci tiirevleri igerir ¢iinki ilk tiirevlerin hepsinin sifir

olmasi gerekirdi (maksimum terim i¢in kosul)

dlnt{in 1)
_.[xL 3 _q
on,
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ve ePiM terimi, ekstremum kosulunda “kullanilir.”” Bu nedenle, Q’nun ger¢ek degeri {n;}

iizerinden toplamda maksimum terim degeri terimleri
.

0=0Q, L+z exp, lz&r

o Ine(7, ]]+
{in, } -

dn_,‘

olarak verilir; fakat, {n,} dizininin t({n;})’yi maksimum yaptigin1 gosterdigimiz icin, ikinci
tiirevlerin tiimii negatif olmalidir. Bu, O,/ ’in ¢arpma faktdriiniin x > 0 olmak kaydiyla (1 + ™
oldugu anlamina gelir, dolayist ile O = O,/ dir. Bu yargiy1 giiglendirmek i¢in ikinci tiirevleri
hesaplamamiz ve keza exp[ ]’nin bir¢ok eklenecek negatif terim icerdigini fark etmemiz

gerekir, bu nedenle e * — 0’dir.

Asagida listelenen ikinci tiirevlerin tiiretilmesi, alistirma olarak size birakilmistir:

: & nwm(n,)
Istatistik B —
an;
Boltzmann -1/n;
Fermui-Dirac ——
n(g — ”.-]
S g1
Bose-Einstein T
n (g +n —1]




