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5.62 Ders #6: Molekiiler Ayirtedilemezlik icin Diizeltilmis QO

Tiim bir N-molekiillii topluluk halleri tizerinden toplamdan tek bir molekiil halleri tizerinden
toplama doniistiiriilmiis Q
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BAGIMSIZ, AYIRTEDILEBILIR TANECIKLER ICIN

BUYUK PROBLEM: esdeger molekiiller AYIRT EDILEMEZ!!

1 no.lu tanecigi, 2 no.lu tanecikten ayirt edebilecegimizi tam olarak kabul etmistik, ancak
kuantum mekanigi bize iki esdeger tanecigin ayirt edilemeyecegini sdyler. [ Atomlarin
konumlarini t;’de isaretleyebilsek sonra atomlari tek tek t,’ye kadar takip edebilsek bile bu
konum isaretleri ¢arpisma oldugu her seferde bozulacaktir.] Istisnalar? Bir kristaldeki veya bir
kat1 ylizeyinde sinirl bolgedeki molekiiller.

Bu nedenle ,ayni tiir molekiiller ayirt edilemedigi i¢in molekiiller i¢in yukaridaki sonucu
diizeltmemiz gerekecektir. Daha dnce; N ayirt edilebilir tanecigin, {n;} doldurma sayili t
sayida hale konma yollar1 sayisinin

T
Q({n;}) =

[]n;!
i=1

oldugunu gostermistik.

Ancak tliim tanecikler esdeger ise, yol sayist sadece 1°dir. Bunun dogru oldugunu nasil
biliyoruz? 2 halde 3 molekiiliin oldugu 6rnegi yapin.
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Yani AYIRTEDILEMEZ TANECIKLER i¢in Q({n;})=1 dir.

Ancak, Q =N!/TIn;! , Q’yu q’ya baglayan bu “diizenli” sonucu elde etmek i¢in gerekli ¢ok
terimli bir katsayidir:

Q _ Z E—E_. JET _ z Q{r{nj }] e_El- :11__ : |'1=2T _ ['E e—fl_.-'kT '.]}f _ qf\'
j i) ' i )

Eger Q({n;})=1 ise bu sadelestirmeden yararlanmanin hicbir yolu yoktur. Ayirtedilebilir
tanecik durumunu 6ncelikle yapmamizin nedeni budur. Simdi bu “diizenli” sonucu almali ve
ayirtedilemezlik i¢in yerlestirmeliyiz. Problem, bu toplamdaki herbir terimin N!/IIn;! faktorti
kadar daha biiyiik olmasidir. Ozel bir smirlayic hal (neredeyse evrensel olarak kabul
edilebilir) i¢in bu problemi Q’y1 N!/IIn;!’e bolerek ¢cozecegiz.

DUZELTILMIS BOLTZMANN iSTATISTIGI — AYIRTEDILEMEZLIK iCIN

YAKLASIK BIR DUZELTME

n; = bir topluluklar toplulugunda i’nci molekiiler hal i¢in ortalama doldurma sayis1 veya i’nci
halde molekiil sayisinin topluluklar toplulugu ortalamasi’ni tanimlayin.

J’inci toplulugun i’nei

J’inci toplulukta i halinde
halindeki molekiil say1s1

n; molekiil bulma olasiligi

-

n; = Z_p__ (1) 13;(3)
j -
Topluluklar tizerinden toplam

Eger 1 molekiiler hallerinin sayis1 N’den ¢ok biiyiikse

n <1 olur.



Ders 6, Sayfa 4

Ortalama doldurma sayis1 1’den ¢ok kiigiik olacaktir. Dolayist ile, doldurma sayilarinin biiytik

cogunlugu
cok ender olmak lizere n; =0 veyan; = 1, n; > 1 olacaktir.
Bu kosullar altinda
1!'=0!=1 oldugundan
n; < 1 oldugunda ﬂ=£=ﬂ=:\'!

i e
n, <21 j¢in, ayirtedilemezligi ihmal etmemiz nedeniyle Q = z Qe EET geki her bir
terim N! faktorii kadar arttigindan Q ¢ok biiyiiktiir.
Unutmayimn Q = 1 olmasim istiyoruz. Oyleyse, ayirtedilebilir molekiil sonucunu Q = q™’i alin
ve N!’e boliin. Bu bélme, Q = 1 yapacaktir ve o<1 g oldugu siirece gegerli bir

diizeltmedir. Boylece N! ile bolerek, ayirtedilemezlik i¢in “diizeltmis” olduk.

QN,V.T)=q N!

ayirtedilemezlik i¢in diizeltilmis

Boltzmann istatistigi

N!

Hﬂj!
i

Diger bir deyisle, “diizenli” bir sonug elde etmek igin daha 6nce L2 = esitligini

kullandik ve simdi onu bdlerek disliyoruz. Ancak boldiiglimiiz N deger degilde

NI"dir [In;!

clinkii tiim n; « 1°dir. Boylece, ayirtedilemezligi dikkate almak i¢in “kanonik™ partisyon
fonksiyonunu sabitliyoruz. Bunu hangi genellikte dogru olarak kabul edebiliriz?
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Ne zamann; < 1 ’dir? n; icin bir ifade elde edilmesi gerekir. Topluluklar toplulugu
ortalamasini, tek bir hal doldurma sayilarindan ziyade hal doldurma sayilar dizini terimleri
cinsinden ifade edin.

=2 P

n, () =

{n;} doldurma sayilarinin

J’inci toplulukta i’nci haldeki

molekiil sayisi

P({n;})’ye ihtiya¢ var

P(E)=

P [{11]. ) '

]

—E/ET
QERFY

Topluluklar toplulugundaki
doldurma sayis1 tiim dizinleri
lizerinden ortalama alinmig

Q[{HJ}

0zgiin bir seti igin i’nci
molekiiler haldeki molekiil
sayisi

11J |kT

P({n;})=

- ﬁ exp {Z -1, / kT} //Q
;!

i

Q

B = 1/kT; n;icin yukaridaki esitlikte P({n;})’y1 koyun

n;’nin ortalama degerini hesaplayarak

N' )
ﬁ__ = I 1 r 1 ‘E_ﬂﬂT‘IIE_ﬁD:E Il E—-J\.'IE , JIIIQ
In;) -_\Ill.l'l:....ll__..../. /{_ - B
N!’den N partisyon dislama faktori ve carpimdan e P faktorii \\
T 14! !
—_ ( N(h i l). E_.znlE'..E_ﬁn_'iz o e_t"l-—'.']ﬁ. E—P-E. \'Il.‘ : IIII'Q I||
-ﬂ'l} 11 1 1 :II Cikarilan I J
) \ b terim
Paydadaki, n;’yi sadelestirme faktorii —
—g I.'kT \I
I = Ne ™ (N = 1! ‘ —n-_El_.-'kTE—n:E:_.-'kT E—(u-l—l:ue.__.-'k"['
l Q & lmymylo(n—-DL..)

{n;} tizerinden toplam Q(N-1,V,T)’ye benziyor, ancak bunu kontrol etmemiz gerekecek.
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-~ /KT
o, = M—HQ(N— LV.T)
QIN.V.T)

I, ‘nintam olarak normalize oldugundan emin olun.

Ym =N

WTEw A RT 4 ET T wrl N-1 et 1
_ NOQIN-LV.T)« _.pr Nlg /IN-1)
TR AT VI A Pey~r
NN
] ErrE—— = I\_
R
N faktorii kadar ¢ok biiyiik

Bunedenle 11; orijinal esitligi, N’ye bolinmelidir. Boylece

il — e~ &/KT |:Q(N -1V, T]}
1 QIN.V,T)
: /] J_ -5 /KT
g =N aT _Ne elde edilir.
1 q}* q

Daima e-Ej-"kT <1 oldugundan (zira g; > 0)

Egerq> Nise T, -1 dir

E <1 diizeltilmis Boltzmann istatistigi i¢in gecerlilik kosulu

Dolayist ile tek tanecik partisyon fonksiyonunun degeri, sistemdeki molekiil sayisindan biiytik
oldugu her zaman, tanecik ayirtedilmezligini yalmzca q"’i N! ile bolerek diizeltmek
TAMAM’dir. Ancak bu hi¢ dogru mudur? Tipik olarak N ~ 10%. q bundan ¢ok daha bityiik
nasil olabilir?



