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5.62 Ders #2: E, A, ve S: Mikroskobik {P} Olasiliklardan
Makroskobik Ozellikler

Problem: Zamanla degisim gosteren mikroskobik bir 6zellikten zamanla
degismeyen makroskobik bir 6zelligi nasil hesaplariz?

Ornek: Kap ¢eperlerine ¢arpan herbir molekiiliin mikroskobik
uyguladig1 kuvvetten ortaya ¢ikan makroskobik bir 6zellik
olan basing. Herbir molekiiliin hiz ve konumu 10%s°1ik
zaman Ol¢eginde (¢arpisma siiresi) degisir!

Olas1 ¢6ziim: Mikroskobik degiskenin ZAMAN ORTALAMASINI alin.

fgoz gozlenen makroskobik ozelliktir.

3N
) makroskobik 6zellige tiim mikroskobik

katkilarin {izerinden alinan toplamin anlik degeridir.

3N
f(@ P

£, limi [7 fl'q'*»_P-'\'nldf bu klasik mekanige gore zaman ortalamasmnin nasil
I tanimlandigidir.

Ancak,%, P! nin ¢ok biiyiik sayida, N, zaman bagimlihig bilgisi gerektirdigi igin bu
hesaplama imkansizdir.

Yerine,J.Willard  Gibbs(1839-1903) (ist.Mek.in kurucusu) tarafindan gelistirilen
TOPLULUKLAR TOPLULUGU TEORIiSinden yararlaniriz.

TOPLULUKLAR TOPLULUGU =BiR TOPLULUGUN TUM OLASI HALLERININ
TOPLULUGU

sistem (Ornegin bir molekiil) —sistemler toplulugu — topluluklar toplulugu

Termodinamikte, ‘’sistem’’kelimesi kurulmakta olan makroskobik objeyi tanimlamak
icin kullanilir.



Ornek:

(1) Kuantum-sadece 2 tanecik iceren topluluk

E=9¢( degerine sahip sabit E

- . - Hal z X
degerli topluluklar toplulugu _aa nl—z n_yl ﬂl—l ﬂz—l
. B 1 2 1 1
E=D¢ % 1 1 2 1
== 5 1 1 1 2
g = h—:[ulzt - :IJI-;' + u;] € 1 1 1 1
fma n 1 1 1 1
h:
g, =
h 8m.a

2 tanecikli topluluk i¢in E=9¢, 1n elde edilebildigi sadece 6 yol vardir.
(2)Klasik- 1tanecik

Genelde E=Y g

P, +P, *P,

2m

£ =

Budurumda g-P _ sabit
2m

2 tanecikli toplulukta E= 9¢; kosulunun saglanabilecegi sonsuz sayida yol vardir.

P NR R R R
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N R e e e

Kuantum topluluklar toplulugu tanimlanmas bir dizi hal iken klasik topluluklar toplulugu siirekli

degiskenlerce tanimlanan sonsuz sayida ¢ok durumu temsil eden dizidir.

HALLERINI HER NASILSA BILEBILIYORUZ. BU NEDENLE,

ORTALAMA HESAPLARIZ.

TOPLULUKLAR TOPLULUGU TEORISI: BiR TOPLULUGUN
BULUNABILECEGI HALLERI GERCEK ZAMANDA GOZLEMEDEN, OLASI TUM

GERCEKLESTIRILEBILIR OLMAYAN ZAMAN ORTALAMASI YERINE, BiR
TOPLULUGUN TUM GERCEKLESTIRILEBILIR HALLERI UZERINDEN BiR
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“Gergek zamanda gozlem” yapmaksizin topluluk i¢in olasi halleri listelemek (numaralamak)
cogu kez gergeklestirilebilir. Kombinatorik ve istatistik burada devreye girer.

ISTATISTIKSEL MEKANIGIN TEMEL BiR POSTULATI

ERGODIK HIPOTEZi

ZAMAN ORTALAMASI = TOPLULUKLAR TOPLULUGU

(gergekte, N tanecik sayis1 olmak iizere herbirinin hacru h™ olan, faz uzayinda yer alan hiicreler
tizerinden bir ortalamadir)

TOPLULUKLAR TOPLULUGU ORTALAMASI

Ozgiin hal-Kuantum

inci

f; =toplulugun j
makroskobik gozlenebilir bityiiklik =3 Pf, halinin mikroskobik bir 6zelligi

ayirtedilebilir

topluluklar toplulugunda
ayitedilebilir topluluk halleri
tizerinden toplam

Pj = toplulugun j halinde olma olasilig1
dolayis1 ile makroskopik E=YPE, = ecnerji topluluklar toplulugu ortalama enerjisi
i

Siirekli hal — klasik

P(q™,p™)dq™dp™ = g p de ortalanmus, dg™dp™ faz uzay1 hacim elementinde

toplulugun bulunma olasilig1 olmak iizere
P-f ] Pl el 0 e

dir.

NOT: Topluluklar toplulugu ortalamasin1 hesaplamak P; (or P(g™ p™ }:] icin
degerlerine ihtiyaciniz vardir. '

PROBLEM: P; nasil belirlenir?
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COZUM: A’nin dogal degiskenlerini (N, T ve V) sabit tutarak Helmholtz serbest enerjisini
A=E _TSs minumum yapin.

P; NIN SAPTANMASI

Topluluklar toplulugumuz

KANONIK TOPLULUKLAR = TOPLULUGU N,V,T’nin sabit olmasi sinirlamasi
olan topluluklar toplulugudur. Kapali,termodinamik olarak kararl bir sistem.

N,V,T sabit i¢in termodinamik kararlilik( denge) kosulu

= Anv.t MINIMUM olmasidir.
{Pj} ile verilen ,topluluklar toplulugunda mevcut topluluk halleri A’y1 minimum yapmalidir.
A’y1 {Pj} cinsinden yazmalidir.

I'; topluluklar toplulugunda j nci toplulugun kopya sayisi, I' topluluklar toplulugunda topluluk
sayis1 olmak {izere

A=E-TS ve E=)PE.=) ([T,
i i

% topluluklar toplulugunda j’inci toplulugun olasiligidir.

bu nedenle A= EP].E i~ TS dir

Simdi Sve  {Pj} i birlestirin.

Dengedeki izole bir sistem, maksimum entropili, S, bir sistemdir. — 2" Kanun. Eger sistemin

dengesi bozulursa, makro 6zellik olan maksimum entropiye erisecektir. Mikroskobik dlgekte,
daha az olasi bir halden daha olas1 bir hale gegerek erisir. Bu nedenle, entropi (makro bir 6zellik)
ve P; (mikro bir 6zellik) arasinda bir iligki olmalidir. Bu iligkinin

COK ONEMLI
S=-k) PP, BiR VARSAYIM!.

oldugu varsayilir.

Boltzmann bunu birazcik farkli bir formda yazmustir. Tiiretme yok. Sadece makul ifadelerle.
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Bu istatistiksel mekanigin dayandig bir varsayimdir. Ise yariyor!!!

Bu nedenle simdi :

A=E-TS
A=Y PEj+kT Y PjlnPj

] ]
A=Y PEj+kThPj
i

A’y1 minimum yapan P;’leri bularak ...

P;’yi, Pj + 8Pj‘ ile dééistirin, sonra

A U A—A+0A
{Pj}lerin “dogru” dizini, A’nin minimumuna kars1 gelen dA =
0 verir.
— | —0A=0
F.l

1 4

- . 1 . ;
= |iE P, +PSE, +KT(InP,)3P, +KTP,—-3P, | (3E,=0)
! }

= z oP, [E j +1{T{1n P+ 1}] ekstremum i¢in 0’a esitleyin
i
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Sinirlamay1 getirin
> P=1=) (P,+8P)
i j

Bu z oP,=0 veya

]

M
oP,, = —E 6P,  oldugunu gosterir. Sasirtmaca!
=2

Toplamdan ilk terimi ¢ikarin:

8A =8P, E, +kT(InP, +1]]—iapj [E,+KT(WnP, +1)] Simdi
=1

sasirtmacay1 uygulayin
N )
§A=-Y 8P [E, +KT(InP, +1) |+ 6P| E, +KT(InP, +1)]
=1 =2

M
A =+Y 8P[(E,~E,)+kT(InP,~InP,)]=0

j=2

Gelisigiizel 8P; i¢in 8P; degerleri birbirinden tamamen bagimsizdir; j=2,3...., bu nedenle herbir
OP;’nin herbir katsayis1 ayr1 ayr1 sifir olmalidir.

E,—E, +kT(InP,~1aP,)=0
E,-E,

=1n(PR, /P,
-1 (R/P)
E;-E,
e @ =P/P,
P, =Pe™/ e/ *

P;’yi normalize etmek gerekir.

E.Pl:

2 P, = P__EE, .-HE BT g
i i

P, i¢in ¢Oziin.
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* Esitligini kullann: P, = P]_EEJ-"H{EI.-'H

S B VX

_'| =
E, /ET -E_ /KT
FITY e
m

_E, kT Kanonik Dagilim

P = (=
’ 2&'5=- AT Fonksiyonu!
I

Topluluklar toplulugundaki tiim topluluklar arasinda E; enerjili topluluk bulma olasilig1.

Bunlar, topluluklar toplulugunu termodinamik olarak kararli yapan topluluk hallerinin

olasiliklaridir.
= Minimum yapilmis A
= S= —1{2 P,InP;,  icin olasiliga dayali varsayim gerekir

j
Simdi P;’yi bildigimize gore topluluklar toplulugu ortalamalarini hesaplayabiliriz. Bdylece,
zaman ortalamasi yerine topluluklar toplulugu ortalamasini kullanarak mikroskobik 6zelliklerden
makroskobik 6zellikleri hesaplayabiliriz.



