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Ders 13, Sayfa 2

5.62 Ders #13: Niikleer Spin Istatistigi: Simetri Sayisi, 6. Donme
Partisyon Fonksiyonu i¢cin Diisiik Sicakhik Sinir1

Okuma: Hill, sayfa 153-156, 153-159[466-472]
Maczek, sayfa 54-57

o’NIN KAYNAGI — NUKLEER SPIN ISTATISTIGI

Kuantum mekanigi, herhangi iki esdeger ¢ekirdegin yer degistirmesi ile toplam dalga
fonksiyonunun ya simetrik (isaret degistirmez) veya antisimetrik (isaret degistirir) olmasini
gerektirir. Eger ¢ekirdekler tam sayili spinli (bozonlar) ise i, simetrik, eger ¢ekirdekler >
tam sayili spinli (fermiyonlar) ise antisimetrik olmalidir.

YER DEGISTIRME

Wiop (X) 71 Wrgp (—X) Eger ¢ekirdekler BOZON
ise tam sayil1 spin I
homoniikleer simetrik fonksiyon | :
diatomik CIFT fonksiyon
molekiil !
niikleer spin
kuantum
sayis1
YER DEGISTIRME
s 5'Q S\ WIf (—x) < . ;
Top L&/ 7T WYrop VT Eger ¢ekirdekler FERMIYON
C .
antisimetrik fonksiyon Ise 72 tam say1li spin I
TEK fonksiyon
ORNEK: O,

'°0 gekirdekleri I = 0 spinlidir => BOZONLAR
Dolayisi ile O, igin yrop simetrik veya CIFT olmalidir.

Y1op = WOTELWTITWELEKYDONYNUK.SPIN

iki '°O ¢ekirdeginin degisimi ile bu dalga fonksiyonlarinin her birinin simetrisini arastirmak
gerekir. [NOT: atomlar1 degil, ¢cekirdekleri degistiriyoruz. Na atomu Bozon’dur ama Na,’de
Na ¢ekirdegi Fermiyon’dur. ]



Ders 13, Sayfa 3

WOTEL — sadece molekiiliin KM koordinatina bagli, bu nedenle bu fonksiyon
degisimden etkilenmez — bundan bdyle onu incelemeyecegiz.

it — sadece iki ¢ekirdek arasi uzakliga baglidir, dolayisi ile bu koordinat
degisimden etkilenmez — bundan sonra incelemeyecegiz.
[Dikkatli olun. Poliatomik bir molekiilde bir metil gurubunun i¢ donmesi
esdeger ¢ekirdekleri degistirir ve bir titresimdir. ]

WELEK — O,’nin temel elektronik hali 32; 'dir. Bu terim sembolii elektronik dalga
fonksiyonunun, iki ¢ekirdegin degistirilmesinde antisimetrik veya TEK
oldugunu ifade eder. [Siniflandirma operatorii oy x i (her ikisi cisim —

gat)]
Yz ve X1 'nin ikisi de tektir, Y3 ve Y.y nin ikisi de cifttir.
I1, A vb. ¢ift hallerin muhtelif ¢esitlerinden ( Z_ gibi) ve tek hallerin
neredeyse esdeger muhtelif ¢esitlerinden ( >~ gibi) olusur.
WDON — rijid rotor donme dalga fonksiyonlar: kiiresel harmoniktir.
Wi=0246 - - - degisime gore simetrik
CIFT
Yi=1357 - . . degisime gore antisimetrik
TEK
WNUKL. — %0 ¢ekirdeginin I = 0 niikleer spini vardir — bir bozon;
(21 + 1)(I+ 1) simetrik (CIFT) niikleer spin halleri: “orto” (daha biiyiik niikleer
spin dejenerasyonlu haller)
QI+ 1)I antisimetrik (TEK) niikleer spin halleri: “para”
vardir.
I= 0igin
1 CIFT niikleer spin hali
0 TEK niikleer spin hali
Yrop = WELEK X ON X WNUK.SPIN
CIFT = TEK Y5, s TEK CIFT

CIFT # TEK Wi, CIFT CIFT
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Bu nedenle, temel elektronik halde O, molekiilleri ¢ift donme hallerinde var olamazlar !!!
Ciinkii TEK * CIFT * CIFT, kuantum mekaniginin gerektirdigi CIFT fonksiyonunu vermez!

[/ = 1/2 oldugunda, homoniikleer birmolekiil i¢in /,,, = 1 ve 0°dur.
Liop =1 i¢in 3 orto alt hali
Liop = 0 igin 1 para alt hali vardir.
I=1, I;pp = 2,1,0. oldugunda Liop =2 ve 0 orto: 6 alt hal
Liop = 1 para: 3 alt hal
1=3/2,1;,,=3,2,1,0. Oldugunda I, = 3,1 orto: 10
Liop = 2,0 para: 6.]

Bu nedenle O; i¢in

Ol

q = Z (2‘] -I—]_E_J{J_L}Bdénfr

don I=135, ... yiiksek sicaklik sinir1
integral yaklagimi

T o _hcB

— -I(J1+ l}B ’T
jID( T+1k dJ_ze =
T Bunedenlec=2!!

bu integraldeki Jlerin sadece Sadece yiiksek sicaklik sinir1 i¢in o

15’s1 katkida bulunur!! Tek

[hilekarlik varmis gibi goziikiiyor. % ‘nin tam olarak diizeltme faktorii oldugunu

kanitlayabilir misiniz? Integral icin degiskenin basit bir degisimini icerir.] 6’nin kaynag:
kuantum mekaniginin zorunlu kildig1 simetri sinirlamalar1 nedeniyle integral yaklasimindaki
olas1 donme hallerinin sadece '%’si partisyon fonksiyonuna katkida bulunur.

— homoniikleer molekiillerin tiimii i¢cin I = 0 degildir; diger molekiillerin, farkli
simetri sinirlamalarina sahip olmalar1 o-faktoriinii ortaya c¢ikarir (hatta I # 0
iken bile).

ORTO-PARA HIDROJEN

Niikleer spin istatistiginin diger bir sonucu
H, —  hidrojen ¢ekirdekleri (protonlar) I = /2’ye sahiptir
bu nedenle FERMIYONLARdir
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dolayist ile yrop ,TEK (antisimetrik) olmalidir
WELEK, CiFT(simetrik)’tir ¢linkii H, nin temel elektronik 1 E"g" hali “dir.
ynokL (21+ 1) I =1 antisimetrik spin hallerine (para) (niikleer spin singlet) sahiptir.
a(1B(2) — a(2)B(1) (tek hal: niikleer-spin “singlet” olarak adlandirilir)
QI+ 1)(I+1)=3  simetrik spin halleri (orto) (niikleer spin “triplet’)

a(Do(2) k
B 1) B (2) (¢ hal: niikleer-spin “triplet” olarak adlandirilir)

o(DP(2)+o(2)B (1)

Yrop = WELEK * VDON * WNUK.SPIN
TEK = CIFT Wyo024 CIFT 1 TEK yik spin
TEK = CIFT W35 TEK 3 CIFT wnok.spin

yrop 1n TEK olabilmesi i¢in, Wi=o2 4 CIFT-J'nin TEK yys. ile ve Y135 TEK-J’nin CIFT
yns. ile cift- lesmesi gerekir. Ancak TEK spin hallerinden 3 kat daha fazla CIFT niikleer spin
halleri vardir. Bu nedenle, 3 kat daha fazla TEK donme halleri vardir ¢linkii her bir TEK
donme hali olasi ii¢ niikleer spin fonksiyonuna sahip olabilir. Diger bir deyisle, TEK dénme
hallerinin “dejenereligi” CIFT seviyelerinkinin etkin olarak ii¢ katidir. Bu nedenle, bu

/ orto-H,
11 [ l para-H,
L o
P - { Y- M

! nll K .

L)

J

ye benzeyen J’nin fonksiyonu olarak olasilik dagilimina yol agar.
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J=0,2,4 ... olan H,, PARA-hidrojen olarak adlandirilir.
J=1,3,5... olan H,, ORTO-hidrojen olarak adlandirilir.

Bazi makroskobik 6zelliklerde ve belli bir J donme halinde homoniikleer diatomik bir
molekiil bulma olasiliginin hesaplanmasinda agikca hata yapiyor olmamiza ragmen ,donme
partisyon fonksiyonlari analizimizde, niikleer spin istatistigini dahil etmeyecegiz. K4’de hata
yapmiyoruz ¢linkii kimyasal bir tepkimede niikleer spin oryantasyonlar1 degistirilmez
(genellikle) ve bu nedenle niikleer spin dejenerasyon faktorleri sadelesir.

Gergekte H; i¢in qqsn in ¢ok diisiik T dekiler hari¢ 6 = 2 simetri sayis1 ve niikleer spinin
tamamen ihmaline dayali safiyane bir 6ngoriiyle tamamen ayni oldugu gosterilebilir. [Ne
kadar duisiik, “cok diisiik™tiir?]

MOLEKULER DONME PARTISYON FONKSIYONU — DUSUK SICAK. SINIRI

DURUM 2:  g4en > kT veya Ogsn>T

€4sn 1 stirekli olarak igsleme sokamayiz. qqgs,’deki terimleri toplamaliyiz. Ancak qqs,’deki
terimler J ile hizla azalir.Ilk birkag terim icin dizinleri toplayin. Sonraki terim
“yeterince kiigiik’’oldugunda toplamay1 durdurun.

osn = Z (2J + 1)e—9danT{J+1);T
I
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Diatomikler i¢in Molekiiler Donme Partisyon Fonksiyonu

Qoon= 1 + e/l 4 S50l (J =0 gibi en diisiik J’ye sahip
elektronik bir hal igin)

Diistik Sicaklik Sinirinda E ve CoM < hesaplayin:

dén

E o = KT° (_a 10 e ) — NKT® (_a 10 9eer )
0Ty 0T v

e—i 8,/T —68q/T

Inqgen= In(l+3 + e +...)

<~ In(1+3e72%/T)

Eger 63> Tise 0 zaman 3o-264'T <1 °dir. g — e—2ta/T yapin.

In(l+x) -1<x<1licin x——x*+4+-x>+
BOYLECE

a 28 /T
Inq ~3e " +...

BOYLECE

~4 =28 /T
T 9(3e )

=NKT" | —— - Nk O

o JT  Av T’

=28 /T - =28 /T
e o =06NkB,e d

Mantikli mi1? T — 0 iken 0’a gider mi?

cion_9E _ o Cole™%'T)  12NKB; e
JT JT T

Mantikli m1? T — 0 iken 0’a veya oo’a gider mi?

Ders kitaplarinda bulunmayan, simetri sayisina daha diiriist bir yaklagim gériilmektedir burada. qqs, deki i

faktorii klasik mekanik orijinlidir. Ancak KM’den geliyor olmalidir. Nasil isledigini gormek i¢in donme ve ince
yap1y1 qua deki gibi birlikte (ayr iki garpma faktorii olarak degil) isleme sokmaliyiz. Homoniikleer diatomik
molekiil: niikkleer spin I;

Iy-don dejenerasyonu (21; + 1)(21; + 1)(2] + 1)’dir.



ama donme seviyelerinin yaris1 “orto”’ya, yarist “para”ya “aittir”

orto (2]] + 1)(1] +1)
toplam (2/; + 1)*dir
para (21; + 1)(1))

Iki eklenecek terim olarak partisyon fonksiyonuna katkiy1 degerlendirin.

cift-J] J=2n
n=0,1,2
tek-J J=2n+

= o % L . .
Qi o cife = 2+ e (¢ J ¢ift anlamina gelir)
1=0

= 2 (4” + I}CJ_h"H[‘I'H'I +2alfir

n=0

= J ;cfr1f4xz+ ljr."""'ﬁ:"":":"]’"” +%[l +0]

w=4n"+2n

d—m—31r+2 n=0—=mw=0
dn
o= |7 Lar 1
-'rdén,(;ift—] g A
[ im
[ o-n1+L
\2hcB } 2
_LEr 1
2 hel 2
g, don tek= X (2] + 1) et/ =i (° J tek anlamina gelir)

J=0

= z (4724 3) g helldn® <bns2lfir

n=0

w=4n"+6n+2

[ 3(}—: Rl kT + G]

Iu..all—-l

ij—M:SJr—fﬁ

i
n=0—wm=72
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= 1 —heRo kT 3 —XheBi kT
|'-.l‘d('jn,tek: J: :JM} t+—e

30 |-|n| i r,—:l'lr'ﬁ- kT '| I 3 :—Zn'.'n BT
= L — o 1

kT 3
2heB ' 2

= f.,-lnr-ﬁ-'ﬂ-I: KT +E}
2heB 2

Simdi, herbirini uygun niikleer spin dejenerasyon faktorii ile carparak iki faktorii birlestirin.

2h+0)(L )| kT +1:|_ ::j!1+1:]4’-_|7 KT 4 o 2RBIT

g .. = =
! niikl 2 LheB 2 LhcB
eger o—"E 1 (yiiksek T siniri)
2+1) kT (2041 .
t:nuk1={ 1,_, ) heB [ = ][[51"‘1)_3!1_'
- bekledigimiz - — kiictik duizeltme terimi
diizeltme
terimi
1
2
[ = 1 — 3
15
[=1—=—Z=
5
[ = i —14
2

elde ederiz

Ancak diisiik T sinirinda énemli olan e2"®*T faktoriinii unutmayin. Bu terim, en diisiik J
seviyesi hari¢ tiimiiniin katkisinz siler.

Ders Dis1
Paradoks

Asetilen, HCCH, I = '4’1i proton ¢ifti ve I = 0’1 karbon ¢ekirdekleri ¢iftinden olusan lineer 4
atomlu bir molekiildiir. Bu nedenle dénme seviyeleri H, (3 : 1) veya O; (1 : 0)’ye benzer

orto/para siddet oranlarina sahip olacak mi1? Ya da bu insan anlayisinin 6tesinde, dogasinda
varolan bir ¢eliski mi?

Bunun cevabi, bagli aglara iligkin goriisiimiiziin ¢ok basit oldugunun farkinda olmakta yatar.
H c¢ekirdeklerine 1,2 ve C ¢ekirdeklerine a,b agiklayici isaretlerini koydugumuzu varsayalim.
Sonra iki C atomunun permutasyonuna gore daima ¢ift olan bir dalga fonksiyonu kurabiliriz.
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W =271 ab2 + 2 abl]

Pow=+.
Dolayisiyla simdi tek-J donme seviyelerini proton niikleer spin tripletleri (Iiop, = 1) ve ¢ift J
donme seviyelerini proton niikleer spin singletleri (I, = 0) ile ¢iftlestirmek basit bir
meseledir. Bunun anlamy, asetilenin =~ ! ¥* elektronik temel halindeki donme

seviyelerinin Hy'nin X '3, haliile ayni niikleer spin istatistiksel agirlik modelini gosterecegidir:
cift-J para (istatistiksel agirlik 1), tek-J orto (istatistiksel agirlik 3)’dur.



