BOLUM 19

ACISAL MOMENTUM

Acisal momentum igin genel 6zdeger esitliklerini, dogrudan operatorleri kullanarak elde
ettigimiz icin artik 6zdegerlerle ilgili dalga fonksiyonlari hakkinda birseyler 6grenmek
istiyoruz. Kuresel polar koordinatlara tekrar donulecek olursa agisal momentum

operatorlerinin asagidaki gibi verildigini gortriz:
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Bu terimler kullanilarak orijinal Schrodinger Denklemi rijit rotor icin asagidaki gibi

bulunmustu:
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Burada / L? igin kuantum sayisi ve m ise L, icin kuantum sayisidir. L? ve L, nin

O6zdegerleri hakkinda son bélimde neler 6grendigimizi dikkate alarak nihayet

[=04.1,3.2,.. m=-l-l1+1..1

degerlerine ulasiriz. Su durumda /’ nin olasi deg@erleri Gizerinde ilave kisitlamalarin
oldugu goérilebilir ancak bunlar, kuantum say lari i¢in olasi degerlerdir. Kuantum say lari

cinsinden asagida verilen 6zdeger esitlikleri yazilabilir:



2y =ry" =m1(l+1)y"
LY =nhmY,"

Artik, rijit rotor icin bu esitlikleri karsilayan Y, fonksiyonlari, Kiresel Harmonikler olarak
adlandirilir. Kiresel harmoniklerin, yukarida verilen 2B diferansiyel denklemi ¢dézmek
suretiyle turetiimesi mumkundur. McQuarrie, turetme isleminde olduk¢a basarili olup
ekte bu tlrevin ¢ézimlerine iliskin notlar (asagida) verilmistir. Sonucu;

Y (6.0)=A, P" (cos6)e™
seklinde belirtmek mimkinddr. Burada; Am, normalizasyon sabiti ve Pl'm'(x), Asosiye

Legendre Polinomu dur. ik birka¢ Asosiye Legendre Polinomu:

P, (cos8)=1 P’ (cos@)=cosé
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P} (cos@)=3cosHsind P} (cos8)=3sin’ @

Bu ¢oézumler incelenmek suretiyle kiresel harmoniklerin basitge 6grenilecek énemli bazi
ozellikleri vardir:
e Dalga fonksiyonlari, &’ nin bir fonksiyonu ile ¢ ' nin bir fonksiyonunun garpimi
seklinde ¢arpanlarina ayrilir.
" (0.9)< f(6)g(9)
Bu sonug, aynlabilir Hamiltonyenler i¢in bulunan sonugla olduk¢a benzerdir.

Ancak sasirtici bir durum, Hamiltonyen ilk bakista, ayrilabilir & Hamiltonyeni ve ¢

Hamiltonyeni seklinde gorinmez:
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Ancak fiziksel olarak, ayrilabilirlik 8ve ¢ boyunca harekette mantiklidir: &ve ¢’ yi
birlestirecek bir potansiyel uygulamadigimizdan parcaciklar, x ve y eksenlerinde
ayrilabilir potansiyel bulundugunda parcacklarin bu eksenler boyunca
bagimsizca hareket etmesindeki gibi 6 ve ¢ boyunca bagmsiz olarak serbestce
hareket etmelidir. Yukarida belirtilen 8 - ¢ ters terimler, parcaciklarin tUzerinde

hareket ettigi 2B ylzeyin egriligini yansitir.



Bu fonksiyonlarin, L, nin 6zdurumlari oldugunu ispatlamak kolaydr:
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Bu fonksiyonlar, ayni zamanda L%’ nin de 6zfonksiyonlaridir. Belirli bir Y, degeri
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icin L[*Y/™ hesaplanarak (bazi matematiksel islemlerden sonra) ve sonucun,
R21(L + 1)Y;™ oldugu dogrulanarak ispat yaplabilir.

Burada nihayet, / ' nin neden yarm tamsayili degerlerine izin verilmiyor,
gorebiliriz. ¢ ’ nin x-y dizleminde, 0 ile 2x arasinda degisen bir a¢i oldugunu
hatrrlayalim. ¢ - ¢ + 27’ ye degistiginde Y, (6, ¢) ne olmalidir? Elbette dalga
fonksiyonu degeri, ¢’ yi 2n kadar arttirdigimizdan, degismemelidir. Simdi bir tam
daire etrafinda hareket eden parcaciga bakalim. Bdylece tek degerlikli olmasi

gereken bir dalga fonksiyonu icin asagidaki sonucu elde ederiz:
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= m= bir tamsay!
Sectigimiz / degeri ne olursa olsun, m bir tamsayi olmalidir. Ancak, m igin
minimum degder / oldugundan /de bir tamsayi olmalidir. Bu sureklilik argiiman,
rijit rotorda neden /’ nin yarim tamsay1 degerlerine izin verilmediginin sebebidir.
Kiresel harmoniklerden, bazi ilgi ¢ekici cebirsel 6zellikler bulunmaktadir: 1) Dalga
fonksiyonunun ¢ kismi, /’ ye bagli degildir. 2) [.nci derece Legendre Polinomlari,
sints ve kosinus Ustlerin toplami < | olacak sekilde, sinls ve kosinls terimlerin
carpimlarinin toplamini igerir. 3) m = 0 i¢in kiresel harmonikler karmasik olup
y"* = Y™ dir. BOylece asagidaki formulden, her =+ m giftinden iki gergek

fonksiyon elde edilebilir:
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Bu o6zellikler, agilarin herhangi bir fonksiyon seklinde verilmesi durumunda agilara
katki saglayan kuresel harmonikleri tanimlamaya yardimci olur.

e Tipik olarak kuresel harmonikler, daha dnceki kimya derslerinde goérdigimuiz
sekilde harflerle iliskilidir. Boylece, [ = 0 igin “s”, [ = 1 i¢in “p”, [ = 2 igin “d”, .....
olur.

e Bir potansiyel bulunmadiginda durum, rijit rotordaki durumla aynidir. Kiresel

harmonikler, 2/+ 1 kat dejenere olmustur:
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Daha &nceden tartistigimiz gibi, kiresel olarak simetrik olmayan bir potansiyel
uygulandiginda bu dejenereligin ortadan kalkmasini beklemeli miyiz? Bir potansiyel

varliginda bu enerji seviyelerinin yarilmasini bekleriz.

Boylece 6zetlemek gerekirse, kiresel harmonikler igin asagidaki sonuglari elde ederiz:

V" (6.0)= A, B (cos @)™
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EK: KURESEL HARMONIKLER ICIN ¢OZUM

Asagidaki diferansiyel denklemi ¢ézmeye ihtiyacimiz vardir:
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Rijit rotor i¢in bu ifade, AY (6,¢4) = EY (0, ¢) dir. Denklem yeniden diizenlenerek,
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Degiskenleri, 3B harmonik osilatérdeki gibi ayirdik. C6zum,
Y (6.0)=0(8)(0)

olarak verilmistir.
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dve ¢ bagimsiz degiskenler oldugundan esitligin her iki yani sabit bir degere (=

olmalidrr.
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Once @ i kullanarak ®(¢) icin ¢6zum bulalim:

Cozimler, ®(p) = Ameé™ ve A.me-m® seklindedir.

Sinir kosullari = Kuantlastirma
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Bu sadece, m=0, +1, £2, 43, ... ise dogrudur.

m, “manyetik” kuantum sayisidir.
O(g) = Amém®  m=0,+1, 42,43, ...

Normalizasyon: fozn O (P)P(PHdp =1
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Simdi ®(6)’ ye bakalim. @ " yi gdzmemiz gerekiyor.
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Degiskenler degistirilir:
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—siné
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sin“@=1-cos”@=1-x"  olur.
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Bu esitlik, ® cinsinden Legendre denklemi olarak karsimiza ¢ikar
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olur. Bu sonuglarin Legendre denkleminde yerine konmasiyla
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elde edilir. Legendre denklemini daha uygun bir forma dénulstirmek igin ifade, (1 — x2) ile

boltnar:
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Bu denklemin ¢dzumleri bilinmekle birlikte cok karmasiktir. Cézumler, Asosiye Legendre

ImI(x)) olarak adlandirilir. Denklem 72 ye bagl oldugundan polinomlar

Polinomlari ( P,

sadece |m|’ ye baglidir:
P (x)= p" (cos6)
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P (cos (9): cos @ P, (cos 9): 3cos @sin @
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Burada A,», normalizasyon sabitidir.

olur.
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Hepsini bir araya getirdigimizde;
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olur.

Bu fonksiyonlar, kiiresel harmoniktir.




KURESEL HARMONIKLER’ IN OZETI:
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Y,™ degerleri, rijit rotor probleminde Ay = Ev igin 6zfonksiyonlardir.
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Y, deg@erleri ortonormaldir:
[[v (e.0)" (6.0)inbdod0=6,5,,

[=1]"ise . [i m=m ise normalizasyon

Kronecker delta ¢, II
ronecker delta §,. = ¢
"“lo 1#r'ise ™ |0 m=#m'ise orogonalik

Not: Molekiler ddnme kuantum sayisi igin alisilagelmis /- J kullanilir.

Omegin; /(/+1) = J(J+1) J=0,1,2,..)



