BOLUM 17
RiJIT ROTOR

Birbirinden R sabit mesafede bulunan iki pargacigin dénmesini distnelim.

@ QJW n+n=R

myr = m,ry  kitle merkezi (KM)

Bu iki parcacik, bir elektron ve proton (bu durumda bir hidrojen atomunu ele aliyoruz)
veya iki ¢ekirdek (bu durumda diatomik bir moleklll ele aliyoruz) olabilir. Klasik olarak
donme hareketi yapan bu cisimlerin her biri Li = ;o agisal momentuma sahiptir. Burada
w, agisal hiz ve [, pargacigin Ii = mr? esitligi ile verilen eylemsizlik momentidir. Katle
merkezinde (KM) iki parcacigin ayni agisal frekansa sahip oldugu dikkate alinmalidir.

Parcaciklar igin klasik Hamiltonyen asagidaki gibi verilir:
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Doénmekte olan iki pargacik seklinde dusinmek yerine pargaciklardan birini bir merkez
etrafinda donen etkin pargacik seklinde dusunebilsek ne guzel olurdu! Etkin eylemsizlik

momentini asagidaki gibi tanimlarsak bunu yapabiliriz:

Burada ikinci esitlikte, iki parcacikli bu sistemin, merkezden R mesafesinde doénme
hareketi yapan u indirgenmis kitleye sahip tek bir parcacik olarak davrandigini kabul

ediyoruz. Boylece
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elde edilir.
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Burada ikinci esitlikte, bu etkin pargacik @
icin acisal momentum L = /@ olarak @ o '
tanimlanir. Problem simdi tamamen, u
kutleye sahip tek nesneli probleme "y

i
indirgenmis oldu.

Benzer sekilde, birbirine godre sabit

konumlarda tutulan bir nesne grubuna

sahipsek — yani atomlar bir kristal igcinde bulunuyorsa — ve tum tertibati benzer bir
metotla verilen bir rekseninde, o agisal hizla dondurursek, nesnelerin tamaminin toplam
dénmesini, i eylemsizlik momentine sahip tek bir “etkin” nesnenin ddénmesine
indirgeyebiliriz. Bu sekilde, mulnferit olarak her bir elektron ve kuramsal zerrecigin
hareketini disiinmeye gerek kalmadan bir molekulin (veya bir kitap veya bir kalem)
donme hareketini konusabiliriz.

Ancak klasik sistemde dahi olsa, farkli eksenlerdeki dénmelerin, birbiriyle komute

edilemeyecekleri gergegini bilmek énemlidir. Ornegin;
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Sonug olarak, dénme hareketlerinin hangi sirayla yapildigina baglh olarak farkli cevaplar
bulunabilir! Kuantum mekanigindeki tecribelerimize gore x (y) etrafinda dénen bir
operator Rx (B,) tanimlayabiliiz. Sonra yukaridaki deneyimi &zet seklinde
R, ﬁy # ﬁy R, yazabiliriz. Bu oldukga temel goérinen sonugla, kuantum mekaniginde
hicbir sey yapilamaz. Sonug olarak, yukarida belirtilen kutuda kuantum mekanigi ile ilgili
hicbir sey yokken geometri ile yapilabilecek her sey vardir. Boylece, dogrusal
momentum operatdrleri komute olurken (84 8y = By F4) ayni durum agisal momentumlar
icin dogru degildir ¢linkd agisal momentumlarda (Ex fy # fy :':x) dénme hareketleri yer
alir.

Klasik olarak agisal momentum L = r x p ile verilir. Bunun anlami, karsilik gelen kuantum
operatoru L=%xP olmalidir. Bu vektdr operatoru, her biri x, y ve z seklinde Ug¢
kartezyen eksen etrafinda agisal momentum operatorleri seklinde tanimlanan Ug

bilesene sahiptir:

i j k
L=fxp=(&3.2)x(p,.p,.0.)=|% § 2
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Sonugta ortaya, agisal momentum operatérlerin komute olmadidi gikiyor. Ornegin;

+ JL\L\ = +(-W}: - :"p_\' )(‘:-"')_\' - 'rp: ) = +\ ): Z-',':'.\' - ‘:-D/{'P.\' - \M' + :"P_\"w):

=—ih3p, +ihip, =ihL, ..

Simdi, [fy, fz] ve [:’:z, :’:X] arasinda bir iliski kurmaya baslayabiliriz. Ancak cevabimizin,

bir déngusel permitasyon (x — y, y — z, z — x) igin sabit olmasi gerektigini hatirlayalim.



Bu durum, x, y ve z eksenlerini adlandirmak tamamen keyfi oldugunda gegerli durum
olmalidir: Eksenleri x — y, y — z, z — x olacak sekilde tanimlarsak bitin matematik,
harfler karismis olarak aynen oldugu gibi isleyecektir. Dikkatli olmamiz gereken tek sey,
eksenleri tekrar tanimlamanin sag tarafi veya koordinatlarin kiralligini korudugudur. ki
eksenin kendi arasinda basit degisimi (6rn. x — y), koordinatlarin tersine donmesine ve
yanlhs cevap bulunmasina (deneyip goérebilirsiniz) neden olurken doéngusel
permutasyonlar, taraf olunan yona korur. Bu déongusel degismezlik, yapmamiz gereken
isi 3 kat azalttigindan ¢ok énemlidir ancak dogru olarak uygulamak icin dikkatli olmaliyiz.
Bundan sonra bdylece z ekseni igin bir sonuca ulasip dongusel permutasyonlari

kullanarak x ve y i¢in bir sonuca varabiliriz. Bu durumda asagidaki sonuglari yazabiliriz:
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Acisal momentum operatérleri komute olmadiginda ortak 6zfonksiyonlari paylasmazlar.
Bdylece 6nemli bir sonuca ulasmis oluyoruz: Bir sistem, X, y ve z eksenleri etrafinda gok
iyi tanimlanmis agisal momentum degerlerine ayni anda sahip olamaz. Bu konudaki en

iyimser beklenti, bir eksen etrafinda ¢ok iyi tanimlanmis bir agisal momentumdur.

Rijit rotor problemlerine tekrar donecek olursak Hamiltonyen 6zdurumlariyla ilgileniyoruz.
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X, y ve z agisal momentum operatdrleri komute olmadigi halde L* jle komute olduklarini

goOstermek oldukga kolaydir:
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Bu noktada, [Iy,] = 0 ve [fx,] oldugunu goéstermek icin donglisel permutasyonlari
kullaninz. L,, ile komute oldugundan iki operator ortak bir 6zfonksiyonu paylasir
dolayisiyla z bileseni iyi tanimlanmis agisal momentumu (m olarak adlandirilir) ve iyi
tanimlanmis toplam agisal momentumu (/ olarak adlandirilir) olan bir pargaciktan
bahsederiz. Rijit rotor Hamiltonyenin 6zfonksiyonlarini arastirdigimizda / ve m olan iki
kuantum sayisi ile dizinlenmis durumlari arastiriniz. Bu mantikl ¢inkl U¢ kuantum
sayisina sahip 3B sistemle basladik ancak, simdi bir kirenin iki boyutlu yuzeyindeki
hareketle sinirlandiriidik. Bu tir bir 2B sistemde iki kuantum sayisi bekleriz. Yukaridaki
analize gore acgisal momentum 6zdurumlari " le gOsteririz. Burada m, L, nin O6zdegeri

ile ve / L7 ile ilgilidir.

Simdi rijit rotorun 6zdeger (£,) ve 6zdurumlari (V:m) icin ¢6zUmuU oldukg¢a zor bir
problemle ugrasalim. Hamiltonyen L* jle orantil oldugundan, rijit rotor Hamiltonyen
6zdegerlerinin, sadece /[’ ye baglh olduguna dikkat edelim. Bu diferansiyel denklemi
tamamen ¢6zmek icin kiresel polar koordinatlarla ¢calismak en uygun yoldur. Pek ¢ok
matematik ders kitabinda ¢, z ekseni ile ilgili bir agiy1 tanimlarken kuantum mekanigi
ders kitaplarinin neredeyse tamaminda aciy! tanimlamak Uzere @ kullanilir. Biz ikinci
tanimi kullanacagiz ancak diger kaynaklardan alinan herhangi bir esitlikte ayni tanimin
kullanildigi konusunda dikkatli olalim. Burada kuresel polar koordinatlarla ilgili bazi

kullanish bagintilar verilmistir:
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ilerleme saglamak igin agisal momentum operatérleri, kiiresel polar koordinatlar olarak
ifade etmemiz gerekir. Bu duzenleme, zincir kuralinin oldukga sikici bir uygulama

oldugunu ortaya c¢ikariyor. Sonuglar sadece asagidaki gibi ifade edilir:
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Sonugta, rijit rotor igin Schrédinger denklemi
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haline gelir. Burada bir hususa dikkat etmeliyiz: donmekte olan pargacik, yarigapi R olan
bir kirenin ylUzeyi ile sinirlandiriidigindan ilgili dalga fonksiyonu sadece 6 ve ¢ nin

fonksiyonu olmalidir.

Sonugclarina bakilirsa, 6zdegerleri (£/ ) c¢abucak elde etmemizi saglayan bazi ¢ok
kullanisli, operator cebir hileleri vardir. Bu hileler, harmonik osilatori ¢6zmek igin
kullandigimiz operatér manipulasyonlarini artirmaya ve azaltmaya benzer ve bir sonraki
derste bu hileleri, 6zdegerleri turetmek icin kullanacagiz. Rijit rotorun enerjilerini ortaya
koyan sonug:
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Acisal momentum ile ilgili karisabilecek bir husus, farkli agisal momentumlar olup bunlar
icin farkh harfler kullandigimizdir. / c¢ekirdek etrafinda hareket eden bir elektron igin

secilmis harfken J, diatomik bir molekilin dénmesi igin secilmis harftir:



Ejzf—;rj(fﬂ) J=0.1,2,..
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Boylece, enerji seviyeleri arasindaki aralik, esit araliklarla dizilmis enerji seviyelerinin
oldugu harmonik osilatérdekinin tersine J’ nin artmasiyla artar:
E, —E, ::L[(J+l)(J+2)—J(J+l)]:£(J+l)
21 1
Ayrica her Jicin m’ nin bir ¢ok olasi degerine ulasiriz (bazi durumlarda K olarak ta
bilinir):
m=0,+1,£2,..., +J
Bdylece her enerji seviyesi, (2/41) kat dejenere olmustur. Fiziksel olarak m, agisal

momentumun z ekseni boyunca olan bilesenini yansitir. Sabit J de farkli m degerleri,

bir bileske olan agisal momentumun farkli
yonlerini yansitir — buyuk, pozitif m degeri z
icin acisal momentum gogunlukla +z

boyuncadir; m sifir ise agisal momentum

z ekseni ile ortogonaldir. Fiziksel olarak
dénme enerjisinin yone bagl olmadigini

biliyoruz. Bu sonug, enerjinin, sadece,

vektor yonuni degil vektér uzunlugunu
Olcen J’ ye bagli oldugu gergeginin bir

yansimasidir.




BÖLÜM 17

RİJİT ROTOR

Birbirinden R sabit mesafede bulunan iki parçacığın dönmesini düşünelim.
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Bu iki parçacık, bir elektron ve proton (bu durumda bir hidrojen atomunu ele alıyoruz) veya iki çekirdek (bu durumda diatomik bir molekülü ele alıyoruz) olabilir. Klasik olarak dönme hareketi yapan bu cisimlerin her biri Li = Ii açısal momentuma sahiptir. Burada , açısal hız ve Ii, parçacığın Ii = mri2 eşitliği ile verilen eylemsizlik momentidir. Kütle merkezinde (KM) iki parçacığın aynı açısal frekansa sahip olduğu dikkate alınmalıdır. Parçacıklar için klasik Hamiltonyen aşağıdaki gibi verilir:



[image: ]

Dönmekte olan iki parçacık şeklinde düşünmek yerine parçacıklardan birini bir merkez etrafında dönen etkin parçacık şeklinde düşünebilsek ne güzel olurdu! Etkin eylemsizlik momentini aşağıdaki gibi tanımlarsak bunu yapabiliriz:



Burada ikinci eşitlikte, iki parçacıklı bu sistemin, merkezden R mesafesinde dönme hareketi yapan  indirgenmiş kütleye sahip tek bir parçacık olarak davrandığını kabul ediyoruz. Böylece
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elde edilir.
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Burada ikinci eşitlikte, bu etkin parçacık için açısal momentum L = I olarak tanımlanır. Problem şimdi tamamen,  kütleye sahip tek nesneli probleme indirgenmiş oldu.



Benzer şekilde, birbirine göre sabit konumlarda tutulan bir nesne grubuna 







sahipsek – yani atomlar bir kristal içinde bulunuyorsa – ve tüm tertibatı benzer bir metotla verilen bir r ekseninde,  açısal hızla döndürürsek, nesnelerin tamamının toplam dönmesini, Ii eylemsizlik momentine sahip tek bir “etkin” nesnenin dönmesine indirgeyebiliriz. Bu şekilde, münferit olarak her bir elektron ve kuramsal zerreciğin hareketini düşünmeye gerek kalmadan bir molekülün (veya bir kitap veya bir kalem) dönme hareketini konuşabiliriz. 

Ancak klasik sistemde dahi olsa, farklı eksenlerdeki dönmelerin, birbiriyle komute edilemeyecekleri gerçeğini bilmek önemlidir. Örneğin;
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Sonuç olarak, dönme hareketlerinin hangi sırayla yapıldığına bağlı olarak farklı cevaplar bulunabilir! Kuantum mekaniğindeki tecrübelerimize göre x (y) etrafında dönen bir operatör x (y) tanımlayabiliriz. Sonra yukarıdaki deneyimi özet şeklinde                            x y  y x yazabiliriz. Bu oldukça temel görünen sonuçla, kuantum mekaniğinde hiçbir şey yapılamaz. Sonuç olarak, yukarıda belirtilen kutuda kuantum mekaniği ile ilgili hiçbir şey yokken geometri ile yapılabilecek her şey vardır. Böylece, doğrusal momentum operatörleri komute olurken (x y = y x) aynı durum açısal momentumlar için doğru değildir çünkü açısal momentumlarda (x y  y x) dönme hareketleri yer alır. 

Klasik olarak açısal momentum L = r  p ile verilir. Bunun anlamı, karşılık gelen kuantum operatörü  olmalıdır. Bu vektör operatörü, her biri x, y ve z şeklinde üç kartezyen eksen etrafında açısal momentum operatörleri şeklinde tanımlanan üç bileşene sahiptir:
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Sonuçta ortaya, açısal momentum operatörlerin komute olmadığı çıkıyor. Örneğin;
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Şimdi, [y, z]  ve [z, x] arasında bir ilişki kurmaya başlayabiliriz. Ancak cevabımızın, bir döngüsel permütasyon (x → y, y → z, z → x) için sabit olması gerektiğini hatırlayalım. Bu durum, x, y ve z eksenlerini adlandırmak tamamen keyfi olduğunda geçerli durum olmalıdır:  Eksenleri  x → y, y → z, z → x olacak şekilde tanımlarsak bütün matematik, harfler karışmış olarak aynen olduğu gibi işleyecektir. Dikkatli olmamız gereken tek şey, eksenleri tekrar tanımlamanın sağ tarafı veya koordinatların kiralliğini koruduğudur.  İki eksenin kendi arasında basit değişimi (örn. x → y), koordinatların tersine dönmesine ve yanlış cevap bulunmasına (deneyip görebilirsiniz) neden olurken döngüsel permütasyonlar, taraf olunan yönü korur. Bu döngüsel değişmezlik, yapmamız gereken işi 3 kat azalttığından çok önemlidir ancak doğru olarak uygulamak için dikkatli olmalıyız. Bundan sonra böylece z ekseni için bir sonuca ulaşıp döngüsel permütasyonları kullanarak x ve y için bir sonuca varabiliriz. Bu durumda aşağıdaki sonuçları yazabiliriz:
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Açısal momentum operatörleri komute olmadığında ortak özfonksiyonları paylaşmazlar. Böylece önemli bir sonuca ulaşmış oluyoruz: Bir sistem, x, y ve z eksenleri etrafında çok iyi tanımlanmış açısal momentum değerlerine aynı anda sahip olamaz. Bu konudaki en iyimser beklenti, bir eksen etrafında çok iyi tanımlanmış bir açısal momentumdur.



Rijit rotor problemlerine tekrar dönecek olursak Hamiltonyen özdurumlarıyla ilgileniyoruz.
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x, y ve z açısal momentum operatörleri komute olmadığı halde  ile komute olduklarını göstermek oldukça kolaydır:

[image: ]

Bu noktada, [y,] = 0 ve [x,] olduğunu göstermek için döngüsel permütasyonları kullanırız. z, ile komute olduğundan iki operatör ortak bir özfonksiyonu paylaşır dolayısıyla z bileşeni iyi tanımlanmış açısal momentumu (m olarak adlandırılır) ve iyi tanımlanmış toplam açısal momentumu (l olarak adlandırılır)  olan bir parçacıktan bahsederiz. Rijit rotor Hamiltonyenin özfonksiyonlarını araştırdığımızda l ve m olan iki kuantum sayısı ile dizinlenmiş durumları araştırırız. Bu mantıklı çünkü üç kuantum sayısına sahip 3B sistemle başladık ancak, şimdi bir kürenin iki boyutlu yüzeyindeki hareketle sınırlandırıldık. Bu tür bir 2B sistemde iki kuantum sayısı bekleriz. Yukarıdaki analize göre açısal momentum özdurumları  ile gösteririz. Burada m, z’ nin özdeğeri ile ve l,  ile ilgilidir.



Şimdi rijit rotorun özdeğer (El ) ve özdurumları () için çözümü oldukça zor bir problemle uğraşalım. Hamiltonyen  ile orantılı olduğundan, rijit rotor Hamiltonyen özdeğerlerinin, sadece l’’ ye bağlı olduğuna dikkat edelim. Bu diferansiyel denklemi tamamen çözmek için küresel polar koordinatlarla çalışmak en uygun yoldur. Pek çok matematik ders kitabında  , z ekseni ile ilgili bir açıyı tanımlarken kuantum mekaniği ders kitaplarının neredeyse tamamında açıyı tanımlamak üzere  kullanılır. Biz ikinci tanımı kullanacağız ancak diğer kaynaklardan alınan herhangi bir eşitlikte aynı tanımın kullanıldığı konusunda dikkatli olalım. Burada küresel polar koordinatlarla ilgili bazı kullanışlı bağıntılar verilmiştir:  

[image: ]

İlerleme sağlamak için açısal momentum operatörleri, küresel polar koordinatlar olarak ifade etmemiz gerekir. Bu düzenleme, zincir kuralının oldukça sıkıcı bir uygulama olduğunu ortaya çıkarıyor. Sonuçlar sadece aşağıdaki gibi ifade edilir:
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Sonuçta, rijit rotor için Schrödinger denklemi 
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haline gelir. Burada bir hususa dikkat etmeliyiz: dönmekte olan parçacık, yarıçapı R olan bir kürenin yüzeyi ile sınırlandırıldığından ilgili dalga fonksiyonu sadece  ve ’ nin fonksiyonu olmalıdır. 



Sonuçlarına bakılırsa, özdeğerleri (El ) çabucak elde etmemizi sağlayan bazı çok kullanışlı, operatör cebir hileleri vardır. Bu hileler, harmonik osilatörü çözmek için kullandığımız operatör manipülasyonlarını artırmaya ve azaltmaya benzer ve bir sonraki derste bu hileleri, özdeğerleri türetmek için kullanacağız. Rijit rotorun enerjilerini ortaya koyan sonuç:
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Açısal momentum ile ilgili karışabilecek bir husus, farklı açısal momentumlar olup bunlar için farklı harfler kullandığımızdır. l, çekirdek etrafında hareket eden bir elektron için seçilmiş harfken J, diatomik bir molekülün dönmesi için seçilmiş harftir:
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Böylece, enerji seviyeleri arasındaki aralık, eşit aralıklarla dizilmiş enerji seviyelerinin olduğu harmonik osilatördekinin tersine J ’ nin artmasıyla artar:
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Ayrıca her J için m ’ nin bir çok olası değerine ulaşırız (bazı durumlarda K olarak ta bilinir):

m = 0, 1, 2,..., J

Böylece her enerji seviyesi, (2J+1) kat dejenere olmuştur. Fiziksel olarak m, açısal momentumun z ekseni boyunca olan bileşenini yansıtır. Sabit J’ de farklı m değerleri, 

bir bileşke olan açısal momentumun farklı yönlerini yansıtır – büyük, pozitif m değeri için açısal momentum çoğunlukla +z boyuncadır; m sıfır ise açısal momentum z ekseni ile ortogonaldir. Fiziksel olarak dönme enerjisinin yöne bağlı olmadığını biliyoruz. Bu sonuç, enerjinin, sadece, vektör yönünü değil vektör uzunluğunu ölçen J ’ ye bağlı olduğu gerçeğinin bir yansımasıdır.
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