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Farklh eksenlere karsilik gelen operatorler, komut verilerek birbiriyle komute olabilir.
Ay=¥Y P Y= P Pe=PP: o wb
Ayrica, bir degisken igin olan operatdr, baska bir operatérin fonksiyonu Uzerine etkili
degildir.
My)=f(y)x  pSfx)=f(x)p.  F()p=pS(2) wb.

Bu durumda zamandan bagimsiz Schrédinger Denklemi, asagidaki sekilde verilir:
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H= —T?‘ +V (1. 7. %) Ug boyutlu Hamilton operatdrii
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Hy(x.v.z)=Ep(x.y.z2) Ucg boyutlu Schrédinger denklemi
(Zamandan bagmsiz)




Degiskenlerin ayrilmasi

V(£ 5.2)=V, (2)+V,(#)+V.(2) ise
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» Schrodinger denklemi
”—]’1 + !-:"‘ + f:lrl__iti;f[.'l.'._'l.',."} =Ew(x.v.z) haline gelir.

Sonra y(v.v.z)=w, ()¢ (v)w () bagintisi gézimlenir.
(degiskenlerin ayrilmasi)
Burada tek boyutlu fonksiyonlarin, uygun, tek boyutlu, zamandan bagimsiz Schrédinger
denklemini karsiladigi kabul edilir.
Hy (x)=Ey, (x)
Hy, (y)=Ew,(y)
Hy (2)=Ey.(2)

-

Birinci terim:

Hy (), V. (2)=v,(Vv.(2)Hy, (x)=v,(y)v.(z) Ey, (x)
=Ey. (Y)v, (). (2)

A, ve Fkicin aynidir. =
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Bdylece, Hamiltonyen bu 6zel halde ise, u¢ boyutlu Hamiltonyen igin 6zfonksiyonlar,
sadece tek boyutlu Hamiltonyen 6zfonksiyonlarin ¢carpimidir ve bu durum, ug¢ ayri tek

boyutlu problem ¢dézmeye es degerdir.

Sonug : Dalga fonksiyonlari garpilabilir ve /f = /1 + i + H_ seklinde ayrilabilirse

enerjiler toplanabilir.



Tek boyutlu (1B) dalga fonksiyonlari normalize edilirse U¢ boyutlu (3B) ¢arpim ifadesi de

normalize edilir:

[[fw. v (0w v (), (). (2)dr dy d==
j%f (/\Jyf (f\J!/f Dy, (2)dz=1
A y,
v
1 X 1 X 1

w igin A’ nin herhangi bir 6zfonksiyonu (yny) ve A, nin herhangi bir dzfonksiyonu (ynz)
ile birlikte A’ in herhangi bir 6zfonksiyonunu (ynx) secmek serbesttir.

Bdylece, 1B’ de bir kuantum sayisi varken 3B’ de U¢ kuantum sayisi (rx, rny, %) vardir.
Ayrica, ortogonal olan iki ¢garpim ifadesi igin, birbirinden farkli ¢ 1B fonksiyonuna sahip
olmak zorunlulugu yoktur. Ug adet 1B dalga fonksiyonundan (x, y veya z) herhangi biri
yakinindaki fonksiyonla ortogonalse, iki adet 3B dalga fonksiyonu da ortogonaldir.

Ornegin; iki dalga fonksiyonunu ele alalim:
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Ortogonal ve normalize edilmis olduklarindan ¢arpim ifadeleri ortonormaldir ve bunu

asagidaki gibi yazarak ozetlemek mumkandur:
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Ornek 1: 3B Harmonik osilator

3B boyutta bir pargacik, x, y ve z konumunda bir harmonik potansiyele tabi tutulsun.
Ayrica, her konumdaki kuvvet sabitleri de farkli olsun. Bu dogru olabilir, drnegin; bir

protein iginde tutuklanmis bir pargcacik: x konumunda tanecigi hareket ettirmek igin



gereken kuvvet y veya z konumdakinden farkl olacaktir ciinkdl protein x konumunda, y
veya z konumundakinden farkli bir geometriye sahiptir (asagida sagda). Cok atomlu
molekdllerin titresimlerini tanimlarken de ¢ok boyutlu harmonik potansiyeller 6nemlidir.

Ornegin; HCO molekiiliinde x, CH gerilmesine karsilik gelirken y, C-O gerilmesine ve z,
H-C-O bukulmesine karsilik gelebilir.

Herhangi bir durumda genel potansiyel ifadesi asagidaki gibi verilir:

1% (x, ‘\‘,3) :%k‘x2 +%kl‘,_\'2 +%k:32 =V, (x) +V, (\,) +V. (:)

Potansiyel, bir x potansiyeli ile bir y potansiyeli ve bir z potansiyelinin toplami

oldugundan Hamiltonyen operatori toplam seklinde asagidaki gibi kolaylikla yazilabilir:

~ ~

H=H_+

Burada; her 1B Hamiltonyen operatorl, uygun bir yay sabiti (kx, ky veya k) ile bir
harmonik potansiyele maruz kalan parcacigi tanimlar. Yukarida verilen sonuglara gore

batin 6zfonksiyonlar ve 6zdegerler asagidaki gibi yazilir:
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Tekrar hatirlamak gerekirse 3B problemlerde 3 kuantum sayisi vardir, enerji ve dalga

fonksiyonlari, bu G¢ kuantum sayisina es zamanl olarak baghdir.



Dejenerelikler

3B’ de ortaya cikan, ancak 1B’ de géremedigimiz bir kag¢ ilging durum s6z konusudur.
Bunlardan bir tanesi, Hamiltonyen operatorinin 3B’ de ayni enerjiye sahip iki farkli
O6zfonksiyonu mumkindir. Bu gergeklestiginde, enerjisi ayni iki farkli hal, “dejenere”
olarak adlandirilir. Ayni enerjiye sahip ug, dort .... hal s6z konusu ise 0 zaman Ug¢ kat,
dort kat..... dejenere olarak adlandirilir. Boyle bir duruma Kutudaki Pargacik veya
Harmonik Osilator de asla rastlanmaz. Gergekte, bunlarda biri 1B’ de bagl halde
g6zlenebilir ancak dejenere degildir her halin kendine ait enerjisi vardir. Ancak 3B’ de

kolayca dejenerelik saptayabiliriz. Ornegin; yay sabitlerinin hepsi ayni ise:
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=E = hw( n,+n,+n, +5]

Temel dizey, Eooo = 3/2 hw enerjisine sahiptir. Bu enerjinin dejenere olmadan
alinabilecegi tek bir yol (rx = 0, ny = 0, rz = 0) vardir. Ancak, birinci uyariimis diizey
enerjisine (5/2 hw) sahip olmanin G¢ yolu vardir: k=1, Z=0, =0, «=0, iy =1, . =

Oveya =0, n, =0, n. = 1. Yay sabitleri esit olarak alinirsa bu enerji bulunabilir.

; 3ha , .
E oo = T dejenere olmamis seviye
5 ! .
E =F =F = he 3-kat dejenere seviye
1043 10 (L1 q
vb.

Bu yontemin diyagram Uzerinde tipik olarak gosterimi asagidaki gibidir:
£

Y
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Dalga fonksiyonlarinin ayri olduguna dikkat ediniz:



Wino (% 3:2) # Woro (X, 3. 2) # oo, (. ¥, 2)
Bu durum, ilging bir etkiyi ortaya c¢ikarir. Bir dalga fonksiyonu, iki dejenere durumun

toplami olarak yazilabilir:
‘/f(-"'= s :) =a Wy (-"3 Y, 3) +D Yo, (.Y, s :)
Burada a ve b sabitlerdir. Fonksiyon, Hamiltonyenin 6zdurumunu da yansitir! Asagidaki
formualde gorilmektedir:
[:h/f: H (a Wy +bWy)=a [:h/fmo +b ﬁl/fom

=a 52(:) Woio +0 S%Wom 25%(‘1 Yoo +0 ‘/fom)

=54y
Bu formdl énemli bir noktaya i1sik tutmaktadir: Dejenere olmus 6zdurumlarin toplami,
ayni 6zdegere sahip Hamiltonyen 6zdurumudur.
Yay sabitleri, x, y veya z ile simetrik olacak sekilde esit olarak ayarlanir. Simetri
‘bozulursa”, bir baska deyisle kx # ky # k. ise 100, 010, 001 halleri dejenere olmamis
hale karsilik gelir. Bu durum genellikle, dejenerelik “ortadan kalkti” veya dejenere
durumlar “bozuldu” tabir edilir. ikinci ifade grafiksel gériinimden gelmekte ve enerji

seviyeleri asagidaki gibi gérinmektedir:

Eo1 020
Eo ooz

Burada, n = 1 seviyelerinin hemen hemen dejenere oldugu (“bozuldugu”) ve n = 2
seviyelerinin de kuvvet sabitleri ¢ok az farkl oldugundan neredeyse dejenere oldugu
ancak bozulmanin ¢ok olmadigi goérilebilir. Bazi dejenere durumlarin digerlerine etki
etmeden bozulabilmesi miimkiindiir. Ornegin;

k=ky=k+ kz = x= y= O# 0 seklinde segim yaplilirsa

enerjiler de



naan,

E,,,.=ho(n, +n},+l)+ha):(n(_+%]

haline gelir ve enerji seviyeleri asagidaki gibi bulunur.

_ ! | |
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2 3 : ;
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Ornek 2: 3B kutudaki pargacik

Az
€7 Vi{x,y.2)=V,(x)+V,(y)+V.(2)
' V(x)=0 0<x<a
V.(y)=0 0<y<bh
V(z)=0 0<:z<c
R _Ll Y V.(x).V,(y).V.(z)=e (bunlann disinda)
X
Kutunun icinde: Kutunun disinda:
(e & )
-—| —=t—+—|¥V(x. v.2)=Ey(x .z ryz)=0
2m\ ox® 9y* 9z J;.f (% 3.2)= By (%.y,2) W( ’ )

H=H_+H_ +H_ oldugundan degiskenlerin ayriimasi islemi tekrar uygulanir.

Burada; Ak, Hy, M. bir kutudaki 1B parcacik igin Hamiltonyen operatorleridir. 3B

esitliginin ¢6zUmu, ¢ézumleri bulunan 1B problem ¢ézumlerinin garpimidir.

= y(xy )=y, (. (V). (2)
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Burada eneriji, (¢ kuantum sayisinin bir fonksiyonudur.

fz n’ f?f n’
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Dejenerelikler
Dejenerelikler, kutu icindeki parcacik igin olan durumla ayni bigimde olusur. Ornegin; 3B

kutudaa=b =c ise
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Ancak....
f: 3l
E,,=E, =E,,= L (22412 “+1%) 3-kat dejenere olmus
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Dalga fonksiyonlarinin farkli oldugu hatirlanmalidir:

Yo (X’ -\’:’Z)i Yoo (X’ Y Z’)i Yo (x, Y :)



3-kat dejenere olmus

+«——— dejenere olmamis

Simetri “bozulursa” bir baska deyisle a = b = ¢ ise dejenerelik ortadan kalkar.

2 2 2 2 2
dqm '\ a b 8m\ a b c

2 ' 2
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Ozet
3B kutu

1
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T abe a b c
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Farklı eksenlere karşılık gelen operatörler, komut verilerek birbiriyle komute olabilir.
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Ayrıca, bir değişken için olan operatör, başka bir operatörün fonksiyonu üzerine etkili değildir.
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Bu durumda zamandan bağımsız Schrödinger Denklemi, aşağıdaki şekilde verilir:
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Değişkenlerin ayrılması

[image: ]

Sonra 					          bağıntısı çözümlenir.[image: ]



     	       (değişkenlerin ayrılması)

Burada tek boyutlu fonksiyonların, uygun, tek boyutlu, zamandan bağımsız Schrödinger denklemini karşıladığı kabul edilir.
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Birinci terim:
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Ĥy  ve  Ĥx için aynıdır.	



[image: ]

Böylece, Hamiltonyen bu özel halde ise, üç boyutlu Hamiltonyen için özfonksiyonlar, sadece tek boyutlu Hamiltonyen özfonksiyonların çarpımıdır ve bu durum, üç ayrı tek boyutlu problem çözmeye eş değerdir.
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Sonuç : Dalga fonksiyonları çarpılabilir ve                                  şeklinde  ayrılabilirse 

    enerjiler toplanabilir.


Tek boyutlu (1B) dalga fonksiyonları normalize edilirse üç boyutlu (3B) çarpım ifadesi de normalize edilir:
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  için Ĥy’ nin herhangi bir özfonksiyonu (ny) ve Ĥz’ nin herhangi bir özfonksiyonu (nz) ile birlikte Ĥx’ in herhangi bir özfonksiyonunu (nx) seçmek serbesttir. 

Böylece, 1B’ de bir kuantum sayısı varken 3B’ de üç kuantum sayısı (nx, ny, nz) vardır. Ayrıca, ortogonal olan iki çarpım ifadesi için, birbirinden farklı üç 1B fonksiyonuna sahip olmak zorunluluğu yoktur. Üç adet 1B dalga fonksiyonundan (x, y veya z) herhangi biri yakınındaki fonksiyonla ortogonalse, iki adet 3B dalga fonksiyonu da ortogonaldir. Örneğin; iki dalga fonksiyonunu ele alalım:

[image: ]
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Ortogonal ve normalize edilmiş olduklarından çarpım ifadeleri ortonormaldir ve bunu aşağıdaki gibi yazarak özetlemek mümkündür:

[image: ]

Örnek 1: 3B Harmonik osilatör

3B boyutta bir parçacık, x, y ve z konumunda bir harmonik potansiyele tâbi tutulsun. Ayrıca, her konumdaki kuvvet sabitleri de farklı olsun. Bu doğru olabilir, örneğin; bir protein içinde tutuklanmış bir parçacık: x konumunda taneciği hareket ettirmek için gereken kuvvet y veya z konumdakinden farklı olacaktır çünkü protein x konumunda, y veya z konumundakinden farklı bir geometriye sahiptir (aşağıda sağda). Çok atomlu moleküllerin titreşimlerini tanımlarken de çok boyutlu harmonik potansiyeller önemlidir. Örneğin; HCO molekülünde x, CH gerilmesine karşılık  gelirken y, C-O gerilmesine ve z, H-C-O bükülmesine karşılık gelebilir.



Herhangi bir durumda genel potansiyel ifadesi aşağıdaki gibi verilir:



[image: ]

Potansiyel, bir x potansiyeli ile bir y potansiyeli ve bir z potansiyelinin toplamı olduğundan Hamiltonyen operatörü toplam şeklinde aşağıdaki gibi kolaylıkla yazılabilir:



[image: ]



Burada; her 1B Hamiltonyen operatörü, uygun bir yay sabiti (kx, ky veya kz) ile bir harmonik potansiyele maruz kalan parçacığı tanımlar. Yukarıda verilen sonuçlara göre bütün özfonksiyonlar ve özdeğerler aşağıdaki gibi yazılır: 

[image: ]

Tekrar hatırlamak gerekirse 3B problemlerde 3 kuantum sayısı vardır, enerji ve dalga fonksiyonları, bu üç kuantum sayısına eş zamanlı olarak bağlıdır.

Dejenerelikler

3B’ de ortaya çıkan, ancak 1B’ de göremediğimiz bir kaç ilginç durum söz konusudur.  Bunlardan bir tanesi, Hamiltonyen operatörünün 3B’ de aynı enerjiye sahip iki farklı özfonksiyonu mümkündür. Bu gerçekleştiğinde, enerjisi aynı iki farklı hâl, “dejenere” olarak adlandırılır. Aynı enerjiye sahip üç, dört .... hâl söz konusu ise o zaman üç kat, dört kat..... dejenere olarak adlandırılır. Böyle bir duruma Kutudaki Parçacık veya Harmonik Osilatör’ de asla rastlanmaz. Gerçekte, bunlarda biri 1B’ de bağlı hâlde gözlenebilir ancak dejenere değildir her hâlin kendine ait  enerjisi vardır. Ancak 3B’ de kolayca dejenerelik saptayabiliriz. Örneğin; yay sabitlerinin hepsi aynı ise:



[image: ]

Temel düzey, E000 = 3/2 ħ enerjisine sahiptir.  Bu enerjinin dejenere olmadan alınabileceği tek bir yol (nx = 0, ny = 0, nz = 0) vardır. Ancak, birinci uyarılmış düzey enerjisine (5/2 ħ) sahip olmanın üç yolu vardır: nx = 1, ny = 0, nz = 0; nx = 0, ny = 1, nz = 0 veya nx = 0, ny = 0, nz = 1. Yay sabitleri eşit olarak alınırsa bu enerji bulunabilir.

[image: ]

Bu yöntemin diyagram üzerinde tipik olarak gösterimi aşağıdaki gibidir:

[image: ]

Dalga fonksiyonlarının ayrı olduğuna dikkat ediniz:

[image: ]

Bu durum, ilginç bir etkiyi ortaya çıkarır. Bir dalga fonksiyonu, iki dejenere durumun toplamı olarak yazılabilir:

[image: ]

Burada a ve b sabitlerdir. Fonksiyon, Hamiltonyenin özdurumunu da yansıtır! Aşağıdaki formülde görülmektedir: 

[image: ]

Bu formül önemli bir noktaya ışık tutmaktadır: Dejenere olmuş özdurumların toplamı, aynı özdeğere sahip Hamiltonyen özdurumudur.

Yay sabitleri, x, y veya z ile simetrik olacak şekilde eşit olarak ayarlanır. Simetri “bozulursa”, bir başka deyişle kx  ky  kz ise 100, 010, 001 hâlleri dejenere olmamış hâle karşılık gelir. Bu durum genellikle, dejenerelik “ortadan kalktı” veya dejenere durumlar “bozuldu” tabir edilir. İkinci ifade grafiksel görünümden gelmekte ve enerji seviyeleri aşağıdaki gibi görünmektedir: 

[image: ]



Burada, n = 1 seviyelerinin hemen hemen dejenere olduğu (“bozulduğu”) ve n = 2 seviyelerinin de kuvvet sabitleri çok az farklı olduğundan neredeyse dejenere olduğu ancak bozulmanın çok olmadığı görülebilir.  Bazı dejenere durumların diğerlerine etki etmeden bozulabilmesi mümkündür. Örneğin; 

kx = ky  k  kz		x = y    z	şeklinde seçim yapılırsa 

enerjiler de

[image: ]

haline gelir ve enerji seviyeleri aşağıdaki gibi bulunur.
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Örnek 2: 3B kutudaki parçacık



[image: ]
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			 olduğundan değişkenlerin ayrılması işlemi tekrar uygulanır.  



Burada; Ĥx, Ĥy, Ĥz, bir kutudaki 1B parçacık için Hamiltonyen operatörleridir. 3B eşitliğinin çözümü, çözümleri bulunan 1B problem çözümlerinin çarpımıdır.

[image: ]

[image: ]



Burada enerji, üç kuantum sayısının bir fonksiyonudur.

[image: ]



Dejenerelikler

Dejenerelikler, kutu içindeki parçacık için olan durumla aynı biçimde oluşur. Örneğin; 3B kutuda a = b = c ise 

[image: ]

Ancak....

[image: ]

Dalga fonksiyonlarının farklı olduğu hatırlanmalıdır: 

[image: ]



[image: ]

Simetri “bozulursa” bir başka deyişle a  b  c  ise dejenerelik ortadan kalkar.

[image: ]

Özet

3B kutu

[image: ]
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