BOLUM 12 - 15

HARMONIK OSILATOR

e Hemen hemen her sistem, dengeye vyaklasirken bir harmonik osilatér gibi
davranabilir.

e Kuantum mekaniginde sadece sayili bir ka¢ problem kesin olarak ¢6zulebilmektedir.

Ormekler

A
@‘ﬁ?&‘o’ B (manyetik
alany)
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spin
i P
E (elektriksel
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Klasik Harmonik Osilator
m
k
| | >
Xo X —»



Hooke Kanunu: f=—k(X-X,)= ks
( dengeleme Kuvveti )

1*x X k
f:um:mc 1 =k = d ‘ +{—]x:0
dr- dr’ m

Diferansiyel denklem ¢6zimu: Genel ¢6zim, sin ve kosinls fonksiyonlaridir.

x(1)= Asin(@r )+ Beos(wr) W= ,|—
! ' o m

veya

x(t)=Csin(wt+¢)  sekliinde de yaziabilir
Burada; Ave Bveya Cve ¢, baslangi¢ kosullarindan tayin edilir.
Ormegin; x(0) = xo v(0)=0

Yay, xo konumuna gerdirilir ve =0 aninda serbest birakilir.

x [U} = _]W + BCOS{{]} =X, — B= x,
=wc05(D}—mW={) —  4=0

Sonra

sonuc olarak

x(1) = x, cos(r)




Kitle ve yay, ) =,|— frekansiyla ve cos(ot) =+ 1 oldugunda dengeden azami xo
1t

mesafesinde salinir.

Harmonik Osilator Enerjisi

Kinetik enerji = K

K= %mvr = Em[%]u = Em[—mxﬂ sm(mr]T = Efa'é sin” (mr]

Potansivel enerji = (4

fx)=-22 = U=[f(sh= (ke =l =k cos” (o)
dx: ) ' 2 2 '

Toplameneri= K+U=E

E= %.h-; [silf {(u.r:]+cu53 (mr” E= iﬂ:v;
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Gergek sistemlerin gogu dengeye yaklasirken bir harmonik osilatér gibi davranabilir

Ormegin;

Diatomik molekil bad o 5 oS O & °
<

>
A X
v

>

————

X - A+ B aynlmis atomlar
0

I /

2 N irs
(v-x)e3m (-x)eggE () e
Y=.X, 2 di X=X, - lyex,
x=X-X, ve U(X=X,)=U(x=0)=0 yeniden tanmlanr.
U [TJ = a X+ l-d-‘?" x4+ LdU -
. nf_r =0 2 (‘,{1:" x=0 3! nlh} x=0




| / gercek potansiyel
|
{

'/
| | iA——Harmonik Osilatér yaklasimi

W I'. ’;r/
1
!

dU
Dengede

dT x=0

Badintdan kiclk sapmalar igin

I
X X Xe
M =m +m, toplam kitle - »|
- Xhaj
1, m, o R
H=—"—— indirgenmis kutle
m, + m,
. m X, +m,.X, . .
Kooy = S Kutle merkezi (KM) konumu
’ m, +m,
X = A, - =x

badil konum



o1 (ax Y 1 (ax.,Y 1 (ax.. ¥ 1 (drY
K=—m | £t +—m, ket LS V' BV 8 +— @
200 2 -l dr 2 ar 2 dat

dr 25 ar

IY 2 2 ﬁ
E:K+L":%M[—KM ] +l“[n’x] +%ﬁ‘_r'

KM koordinat, molekdlin dtelenme hareketini tarmlar.

J%M]
2

Ste

fr

Kuantum Mekanigi tanimi, M kutleli serbest pargacik veya kutudaki pargacik i¢in gegerli

olurdu.

Simdi de bagil harekete (titresimi tanimlar) bakalim.

I (d) 1 2
Eu =7 {'m'] ol

ve bu problemi kuantum mekanige gore ¢ozelim.



KUANTUM MEKANIKSEL HARMONIK OSILATOR

E’w{x']:{—%%+;h Jillrf( )= Ey(x)
K U

Not: m yerine p yazilir.

Amag: Ozdeger (£n) ve 6zfonksiyonlari (ywn(X)) bulmak.

Fonksiyon asagidaki gibi yeniden yazilir:

Fwlx) A o
! {1} = E——lﬂn w(x)=0
d” J'.r L

\'—“Y"'—j
Bu, kutudaki parcacikk i¢in yazilan
bagintidaki gibi sabit degildir dolayisiyla

sin ve kosinus fonksiyonlari ¢calismaz.

DENEME: ffx] =g/t (Gauss fonksiyonu)
d* flx P _
(‘f [J )=—ae'“"' Py oiyie e ——aff ]-I—D,’!J.'!f[l'}
2 .
d* f(x)

veya yeniden yazilinca, + O f{ x ) cx:ff{x_} =0w olur.

e’



Bu esitlikte
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ifadeleri kullanilirsa orijinal diferansiyel baginti elde edilir.

,  mk

4 Ve

-

Bir 6zdeger ve 6zfonksiyon bulunmus oldu. Daha énce verilen ifadeler tekrar kullanilirsa

" | Y
W=,— veya V=—1,|—
m 2o \m

| |
E=—hw=—hv
Y )

- -

olur. Bu bizi en dusiUk enerji seviyesine ulastirir : “temel” dizey



Dalga fonksiyonu i¢in normalizasyona gerek vardir:

w(x)=Nf(x)= Ne~ @/ Burada N, normalizasyon sabitidir.

5 1f4
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nlo

T
w, (»
A ]1
Eoz—h(o:—]w = w»E =—ho
>
X

wo(x) simetrik olup ¢ift fonksiyondur. wo(x) = wo(-x)

Dugumler yoktur ve osilator degisimi icin en olasideger, sifirdir.

Simdiye kadar sadece bir 6zdeger ve 6zdurum bulundu. Peki digerleri?

14
IFI:I ['1‘} = [%J _al-:'lllrz ED — i ;?1.—"
1 ( 1/4
W.(J‘]ZT Z {E{x”"x)e‘m 2 E =>h
2\
f 1 ({I v 1 5
)= = | (4o’ =2 — 2 hy
"Uz(:‘} \;E T (_4(“ -}"? E, th
| [ v J 2 7
WJ(*]:E[EJ (Saaf'f 120’1'1)6"“"'_'3 EIZE;W




Genel baginti:

y 14
v, (x)= : NTE [EJ H ['a”:,r]e"”!”: n=0,12,..
o [2” r.r!) RS | )
— —
Mormalizasyon Gauss

Hermit polinomu {ingilizce'de "air-MEET" diye soylenir")

H(y)=1 at (n=0)
H(y)=2 ek (n=1)
H,(y)=4y" -2 git  (n=2)
H,(y)=8y" 12y ek (n=3)
H, (J) =16)" —48y* +12 ¢t (n= 4)

v, (x) v ()
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Enerjiler,

1
E ={rr+—]h1'
Fil 2

E, nile dogru orantili olarak artmaktadir.

dir.

= Enerji seviyeleri esit araliklidir.

. | ]
E.-E = {{_” +1)+ 5 ]fﬂ’ [?’H‘ ',?'J}?'-’ = hv n'in degerine bakimaksizin

Bir “sifirdurum” enerjisi vardir.  Eo=1/2 hv

Heisenberg Belirsizlik ilkesine gore E = 0 olmaz.

v’ nin simelri 6zellikleri

Vozas.. cift fonksiyonlardir W ( 1) — (1]

Wiseq tek fonksivonlardir !,b‘{ —.1':} = —ipf(:r)

Yararli 6zellikleri :  (cift) . (cift) = ¢ift

(tek) . (tek) = cift
(tek) . (cift) = tek

d[;jkj —( gift | %z(tek]
Ji( tep.;']dx:{] J;( cift _\lﬂi‘k':.?j:[ Gift )ci‘r

Sadece simetriden:
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Ortalama degisim ve ortalama momentum =0

IR Spektroskopi = Harmonik Osilatér Secimlilik Kurallari

Srevwer((+)

Titresim absorpsiyon Ozelliklerinin siddeti

Titresimsel gegis

1) Molekuliin dipol momenti, molekdl titrestigi icin degismelidir =
HCI, IR is1imasini absorplayabilir ancak N2, Oz, H2 absorplayamaz.
2) Sadece n’ =n *1 gegislere izin verilir (secimlilik kurali).
(Odev : ispatlayiniz)

-

Siddet I

L

dai r=
— ‘e dx
dx j‘“w” W
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KUANTUM MEKANIKSEL HARMONIK OSILATOR ve TUNELLEME

Klasik donim noktalari:

Klasik

Harmonik osilatér: Toplam enerji, £1 = 1/2 kx?
K ile Uarasinda salinir.

Butln enerji, potansiyel enerji oldugunda

azamidegisim (x) gerceklesir.

III_ ﬂ'

EEr “klasik dOnUm noktasi” drr.

=Xo X0

Osilasyon, toplam enerjiden daha bulyuk bir potansiyel enerjiyle yapilirsa, £t enerjisine

sahip klasik bir osilatdr, bu degisimi asla asamaz.

‘,.r""

Kuantum Mekaniksel Harmonik Osilasyon

. -
i P

e —

i, ——

— e =

Yuksek n degerlerinde, olasilik
yogunlugu, déntim noktalarinda pik

veren klasik bir gérinumdedir.
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X > xo' da sifirdan farkl olasilik!
. (x> X0, X< x0) Olasiigr:
lp’s{,’b}_ f“&/ﬁ 'ﬁx_/'”_“‘j-.h ) o l ) ‘
2., L Rl
. 2] wﬂ(aﬂ.ﬁh_z[g] Lu:“ dx
L 2
Vs (") \ = [ =— _[ eV dy = hata fonk.(1)
5 “Tamamlayici hata fonksiyonu”, sayisal
N .
W, ("‘ _ olarak hesaplanmis veya ¢izelge olarak
sunulmustur.
W2 J_En
WQ ( X ) ‘ .- '\.\ z.-" .
N (x> X0, X < x0) olasihg1 = hata fonk.(1)
=0.16
X —»

Onemli olasilk!

Osilator, klasik olarak yasaklanmis bdlgeye yapilan bir tinellemedir. Bu, katiksiz bir
Kuantum Mekanigi olgusudur!

Tlanelleme, Kuantum Mekanigi sistemlerinin, 6zellikle e~ ve H gibi ¢cok dusuk kutleye

sahip sistemlerin genel bir 6zelligidir

m
>

Sonlu sinir

-

W[I) ~ sin{fa‘ + r;r]

AAONNNNNNNNN
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Enerji, sinir yiksekliginden az olmasina ragmen dalga fonksiyonu, bu sinir dahilinde

sifirdan farklidir! Sonucta, sol taraftaki bir parcacikk, sag tarafa kacabilir veya “tinel’

yapabilir.
Sinir dahilinde: {— %iﬂu}p‘{ﬂ— EW[‘]
oy d‘;ih] _ F”F[E:_ E) w(x)= 7y (x)
Cozimler, y= {M yazildiginda i,t-‘[:f) = Be ™ olur.

. \ ]I.":

Ayrica  ye(V,-E) wve yem" dir.
Sinir, enerjiden ¢ok ¢ok ylksek degilse ve kitle hafifse tlinelleme énemli olur.
Protonlar i¢cin dnemlidir (6rnegin; H-bagi dalgalanmalari, tautomerlesme)

Elektronlar icin 6nemlidir (6rnegin; taramali tiinelleme mikroskopisi)

Kuantum Mekaniksel Harmonik Osilatorde duragan olmayan durumlar

Sistem, bir zdurumdan farkli bir durumda olabilir, 6rnegin;

2 2
|r:‘n +|cl| =1 ile W =c W, +c¥ "un normalizasyonu , drnegdin; ‘5‘.3|=|¢'1|=J;

Tamamen zamana bagli 6zdurumlar

¥, (5) = v, (1) ¥, (x.1) =y, (x)e
seklinde yazilabilir. Burada;

l 3. 3
he, = E, :;hmtt = 0, =0 he, = E =;hmtt = W = ?th dir.
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Sistem, sonra zaman bagmli héle getirilir:

¥ (x.r) = %ew () o™ v x) =)o)+ (v ()
Burada ¢, [:f] = ﬁ e™ ¢ (r} = ﬁ dir.

Olasilk yogunlugu nedir?

v {1 4“} ¥ (J.‘. j‘) = %[W; ["‘} L ]F;- {1J et -HVWG (1‘1 oot v, (1) o —‘

i oa, <o

| . v * t v ~i|ea, ~es, |r 1 : , ‘ 3
=;|:i[pful,ifu iy iy e oyt e e }=;!_‘P‘£ +y 2y cns[_m“r]_l

Olasilk yogunlugu, titresim frekansinda osilasyon yapar!

wt=0, w/4, ©/2, 37/4, n

16



wt=0, /4, n/2, 3n/4, ©

Tahmini({x) degeri ne olur?

L lf‘l."{"'.lfd

:ELM x)e vy (x)e e[ v, (x)e™

"+ (x)e “"”}dx

= %UW oy dx + j WXy dx + r w;,x-wﬁe’[”"%}rdx + r Wiy e '“"-‘-“d.v}
A,

) L A

Al A

<xop =0 <x» =0 = cos(fﬂttr)_r Wy dx

(x)(t), tipki klasik harmonik osilator gibi titresim frekansinda osilasyon yapar!

Titresim genligi L_, WXy dx tir,

1

BNE ST

1

=y (r)= [E]: w2 (20)

bis

-1/2

vi(x)

-2

j: w,xy dy = (20 )_m E yodx = (2a)

(x)(1)=(22) " cos(@,, ¢
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Hermit polinomlari arasindaki iliski:

Harmonik osilatér dalga fonksiyonlarini tekrar hatirlayalim:

y 14
v (x)= 1‘1__1 {EJ H [O:U } 2l n=0,12...
o (2”:?!:’_ T |
———— )
Mormalizasyon Gauss

Hermit polinomu

H, [1} =1 git  [(n= D]
Hl(rr.}=21 tek (n=l)
H](J‘}=4'l -2 Gift {:n=2]
H, (1] =8y" —12y tek (n = 3_}
H,(y)=16y"—48y* +12 it (n=4)

: no2od
H(v|=(-1) & >
Jv)=(-1)e ek
Kullanisli bir tirev formali:
dHn (—1‘;) V! 2 d” —42 ‘ n d”ﬂ _ o
d1 ':(_—l) 2ye’ d}-’”e‘ +(_—1) e’ d}”“ v :21H( ] H (J)

Hi' ler arasinda kurulan baska bir kullanigli formdl, iterasyon formaltddir:

H, . (v)-2yH,(y)+2nH,_ (y)=0

n+l

Yukaridaki formilde 2yHh (y) yerine  2yH (3-]:H“[ ]+ 2nH ![ yerlestiriimesiyle

dH  (y)
dy

=2nH | (1]
| olur.
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Bu ifadeler, momentumun ({p )(t)) ¢6zimda i¢in kullanihr:
= J.:D‘Ps (,\‘,r);}‘l’(x,r)dx
I - * :w ~ — o), —ie,t
:EL_,[%(' 0+V1( ) Jp[%( ) 0+w1( ) l]dx

1 = . = = . i@~ )t - oo )
:5[\L vipwds [T [Twiiu e [ yipwe |
J o\ )

Y Y
<p>o = 0] <p>1 = (0]
1 1

1

1
J‘ N |'r.J|—.r.J |t _ : 2!
v py e dy = ih J W W dx = if

Hi' ler arasindaki iligkiler kullanilarak

|_wopw,e ™ ax

integrali ¢ézular.

d d - i - - a? Y
T l{a.]—_l[\-lﬂl(ah 1];3 f-]:au XIIE[HJ("}‘? }
V= al,r-z_\‘ dv = Dc‘*f-’d.w' dv = b *dy i _ D.’L'II: i
dx dTJ'

d N I YA N
e IIUI['T}:all‘l_h‘ll[i],HiLr}e T - H, {J'}e s
d ;

mH[ v)=2nH,(y)=2H,(»

~.H1(_1-J}=—[?;1H( )+ H, (5 }] { ]+1H( )
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i.w1(x-)=a“w[f& U”H()*’}m H% (V)5

= o
- - —il e —en |1 —ilea —aa_ ) . . d
I_Mlgfupufle (@00 e = g1 ) (—rh)‘[ﬁwﬂawldx
—ifea - bt . nae | Lo | - .
=e =) [—m)a“'fm‘l |:E-[—“ Hfﬁwudi'—mj_w Uf(,w:ﬂr,‘i':|

1
~afe, —aw It 2 "w E —fey I
=g ‘-"JI 'j,:lr[_jﬁ)al."l—' .,I =_jh{g] e il
| N 2

‘o

Sonuc olarak

(p)(r)=

P | —

Ortalama momentum da, titresim frekansinda osilasyon yapar.

1 !
{fﬁ{% ] [e’m'-'-" —e""“’]} = —fr[%]w sin[mn r) dir.
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