MIT Agik Ders Malzemeleri
http://ocw.mit.edu

18.701 Cebir 1
2007 Giiz

Bu malzemeden alint1 yapmak veya Kullanim Sartlar1 hakkinda bilgi almak igin
http://ocw.mit.edu/terms ve http://tuba.acikders.org. tr sitesini ziyaret
ediniz.



http://ocw.mit.edu
http://ocw.mit.edu/terms
http://tuba.acikders.org.tr

18.701 Cebir 1 Ozel Uniter Grubun Geometrisi

Ozel Uniter Grubun Geometrisi

1 Grup

SU, grubunun 6geleri matrisi 1 olan 2x 2 iiniter matrislerdir. Bu matrislerin aa+bb = 1
olmak tizere su sekilde yazilabilecegi kolayca goriliir:

(1.1) ( Z _2’ )

(Bu ders kitabindaki matrisin devrigidir) Grup 6geleri ayni zamanda R* uzayinda
:cg + 2% + 22 + x% = 1 denklemini saglayan (zg,x1,x2,x3) noktalarindan olugan 3-
boyutlu birim kiire S%’iin noktalarma karsilik gelir.

SUy ve S3 arasmndaki bu karsihk a = zg + 21i ve b = x9 + x3i ile verilir. Bu iki
kiime arasinda rahatca gecis yapip matris ve vektorii ayni grup elemaninin iki farklh
gosterimi gibi diigiinecegiz. Boylece her grup elemani hem bir matrisle hem de birim
kiire tizerinde bir noktayla temsil edilir. Matris gosterimi gruptaki cebirsel iglemler igin
daha uygundur ¢iinkii matris ¢carpimi iyi bilinmektedir. Ote yandan vektor gosterimi
skaler carpim gibi geometrik iglemleri yapmaya daha elverislidir.

SU, — 33
a —b
(1.2) P= (b a) —  (wo,71,72,23) =X
cebir geometri

Herseyi R* uzayindaki vektorler cinsinden yazmak miimkiindiir. Bir PQ carpiminin
gercel ve sanal kisimlar: iki vektoriin girdileri cinsinden yazilabilir ancak bu formiiller-
den birgey anlamak zor goriiniiyor. Biz matris gosterimini esas alacagiz.

Matrisler ve vektorler arasinda a = xg + z1% ve b = z9 + x3¢ kurallarinin tanimladig:
(1.2) gonderimi, aa + bb = 1 ve 23 + - - + 2% = 1 sartlarin1 diigiirsek de birebir-6rten
kalir. Gelisigiizel @a + bb degerine sahip (1.1) matrisleri dért boyutlu bir gercel vektor
uzay1 olusturur. Eger @) matrisi V' uzayinin bagka bir elemaniysa, ¢ = yg + y1¢ ve
d = y2 + y3¢ olmak lizere

(1.3) Q= ( 2 —d > — (Y0,y1,92,y3) =Y

C

yazabiliriz. Dort boyutlu V' gercel uzay tizerinde su skaler carpimi tanimlayalim

(1.4) (P, Q) = woyo + T1y1 + T2y + 23y3 = X'Y.

Bu carpimla birlikte V bir Oklid uzay1 olur. Skaler carpimi matrisler cinsinden de ifade
edebiliriz:

Onerme 1.5 (i) Eger P,Q matrisleri V' uzayimn elemanlariysa, (P, Q) = %tr(P*Q).
(ii) Her U dniter matrisi icin, (UPU*,UQU*) = (P, Q).
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Lemma 1.6 a = zo+x1t ve c = yo+yi¢ tki karmasik says ise, %(dc—i—aé) = ZoYo+T1Y1
olur.

Onerme 1.5%in kanatr. (i) Bu basit bir hesapla cikar:

w a b c —d [ ac+ bd *
PQ_(—b a)<d a>_< * bci+aa>'
Dolayisiyla tr(P*Q) = ac + bd + bd + a¢ = xoyo + T1y1 + T2y + 23y3 buluruz.
(ii) sikki (i)’den cikar: U iiniter bir matris oldugu icin U* = U~! ve
(UPUM*(UQU*) =U(P*Q)U"
bulunur. Eslenik matrislerin izi (trace) aym oldugundan tr(U(P*Q)U*) = tr(P*Q)
elde edilir. O

Simdi R* uzayindaki zo eksenini “dikey” eksen gibi diisiinelim. Kiirenin kuzey kutbu
(1,0,0,0) noktasidir; matris gosterimi altinda bu nokta I birim matrisiyle temsil edilir.

Obiir standart birim vektorlerin matris temsiliyse soyle verilir:

(1.7) 1= <(1) ?) «  (1,0,0,0)
i= (f) Q) s (0,1,0,0)
k= <(1] _(1)> — (0,0,1,0)

. 0 i
j= <z 0> ey (0,0,0,1)
Boylece (1,4, 7, k) vektorleri V' 6klid uzaymin bir ortonormal tabanini verir.

Bunu kullanmayacagiz, ama yine de kaydedelim: t, 7,k matrisleri kuantum mekani-
gindeki Pauli matrislerini sanal birim 47 ile carparak elde edilebilirler. Bunun yani
sira i = j2 = k> = —1 ve ij = k = —j¢ bagmtilarim saglarlar. Bu bagmtilar bir
kuaternion cebri tammlar. Yani SUs bir kuaternion cebrinin birim vektorler kiimesidir.

(1.1) matrisinin izi a + a = 2z eder, dolayisiyla karakteristik polinomu su gergel
polinomdur:
(1.8) t2 — 2xot + 1.

Bu polinomun kokleri, carpimlar: 1 eden A, A eslenik karmagik sayilaridir ¢iinkii —1 <
zg < 1 saglanir. Bu kokler birim ¢ember {izerinde yer alirlar.

Onerme 1.9 Bir P € SU, matrisinin 6zdegerleri A\, \ olsun. Oyle bir U € SUs bu-
lunur ki U=YPU = U*PU matrisi su késegen matristir:

()
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Bu 6nerme i¢in normal operatorlerin Spektral Teoremini kullanan bir kanit verilebilir,
va da dogrudan soyle gosterilebilir: P'nin birim uzunlukta ve X\ ézdegerli bir (u,v)*
ozvektorii olsun. O zaman (—v, )¢ vektorii A 6zdegerli bir bagka 6zvektor olur ve

U= <“ _77)
v
matrisinin SUs grubunun bir 6gesi oldugu c¢ikar. PU = UA saglandigindan A =
U~'PU elde edilir. O

2 Enlemler.

Kiirenin {z¢ = ¢} (—1 < ¢ < +1) seklinde yatay bir kesitine bir enlem denir. Matris
gosteriminde, bu kesit {tr(P) = 2¢} ile verilir. Grubun her elemani yegane bir enlemde
igerilir.

Onerme 1.9’u enlemler cinsinden ifade edersek su sonuca ulagiriz:

Netice 2.1 Enlemler SUs grubunun eslenik siniflaridor. U

Bir enlem denklemi, birim kiirenin denkleminde xg = ¢ koyarak bulunur:
(2.2) i+ ik =(1-c2).

Bu denklem {i¢ boyutlu {zy = ¢} yatay altuzaymn iginde iki-boyutlu ve /(1 — ¢?)
yarigaph bir kiire tanimlar. U¢ durumlardan birinde, ¢ = 1 igin enlem tek bir nok-
taya, kuzey kutbuna indirgenir. Keza diger u¢ durumda, yani ¢ = —1 igin enlem —1I
matrisine, yani giiney kutbuna indirgenir.

FEkvator enlemi; xo = 0 veya tr(P) = 0 denklemiyle tanimlanir ve E ile gosterilir. Bu
enleme basitce ekvator diyecegiz. Ekvator iizerindeki bir nokta 23 + 235 + zg = 1 olacak
sekilde soyle yazilabilir:

. 211 —2z9 + 231
(2.3) A= <Z2 ¥ 230 — i ) — (0, 21,22, 23).
Uzunlugun birim olmas: sartini diigiiriirsek (2.3) matrisleri V' uzaymm tr(A) = 0

denklemiyle tanimlanan ii¢ boyutlu bir Vg altuzaymi olusturur.

(1.4) formunu Vjy uzayma kisitlarsak ii¢ boyutlu bir 6klid uzay1 ve bu uzaym bir
(2,7, k) ortonormal tabammi elde ederiz. Yukaridaki A matrisi bir z1¢ + 225 + 23k
dogrusal bilesimi olarak yazilabilir. Ekvator ii¢c-boyutlu Vj uzayimndaki iki boyutlu birim
kiimedir.

Bir karmagik matris A* = — A sartin1 saghyorsa carpik-hermisyendir denir. Vg uzayi
2 x 2 boyutlu, sifir izli carpik-hermisyen matrislerden olusur.

Not: Bir A matrisinin ¢arpik-hermisyen olmasi i¢in iA matrisinin hermisyen olmasi
gerekir ve yeter.
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Onerme 2.4 Bir A € SUy matrisi icin su sartlarin hepsi denktir:
(a) tr(A) =0 (A ekvatordadir),

(b) A’nan ézdegerleri +i’dir,

(c) A = —1.

Kanat. Karakteristik polinomun geklinden (1.8) kolayca (a) ve (b) siklarimin denkligi
goriiliir. Eger \ sayis1 A icin bir 6zdegerse o zaman A\? sayis1 A? icin bir 6zdegerdir.
SUsy’da —1 6zdegerli yegane matris —I oldugundan A? = —I sarti1 A = +i sartina
denktir. ([

3 Boylamlar

R* uzaymin kuzey kutbunu iceren 2-boyutlu bir W altuzay: verilsin. SUs grubundaki
birim kiire ile W altuzayinin kesigimi olan L kiimesine SU; grubunun bir boylam: denir.
Bu boylam W’daki birim ¢emberden ibarettir ve S? kiiresindeki “biiyiik cember”; yani
enbiiyiik yaricapli(= 1) bir ¢emberdir. +1 diginda her P € SU, yegane bir boylam
tizerindedir ¢linkii (1, P) vektorleri iki-boyutlu W altuzayinin bir tabanini olugturur.
41 matrisleri her boylamda yer alir.

Onerme 3.1 R? uwzaywnan I noktasing iceren 2-boyutlu bir W altuzayr olsun ve W 'dek:
birim vektorlerin boylams L olsun.

(i) L boylamu, ekvator E’yi £A noktalarinda keser.

(ii) (I, A) ikilisi W ’nin bir ortonormal tabanidar.

(iii) L boylami Py = cos 6 I + sin 0 A seklinde parametrize edilir.

(iv) Boylamlar SUs 'nun eslenik altgruplaridor.

Kanat. (i) Iki-boyutlu W uzayiyla iic-boyutlu {z¢ = 0} uzaymin kesigimi bir-boyutludur
ve birim uzunlukta iki vektor igerir.

(ii) I = (1,0,0,0) vektoriine dik bir birim vektor (0, y2, y3, y4) seklindedir ve E tizerinde
yer alir, ve bunun tersi de dogrudur.

(iii) Her 0 i¢in Py birim uzunluktadir ¢iinkii A ve I iki ortogonal birim vektordiir.
Dolayisiyla W’daki birim ¢cember Py tarafindan parametrize edilir.

(iv) Ekvatordaki bir A noktasimi igeren bir L boylami olsun. Onerme 1.9’dan A'nm k
elemanina eglenik oldugu gikar. k = U* AU olsun. O zaman U* PyU = cos 01 + sin 0k
boylami k’y1 icerir; bu boylami Ly, ile gosterelim. L’nin L ya eslenik oldugunu gordiik.
Dahasi Lg boylami SUs’daki gercel matrislerden olugur, yani diizlemdeki dénmelerin
grubu olan SOy grubudur:

(32) (g omg) — (cos6,0,5in6,0).

Ly, boylami SUy 'nun altgrubu oldugundan, eslenigi U L U™ da bir altgruptur. (Aligtirma
olarak Py’'nin ¢arpma altinda kapalihgini dogrudan gostermenizi tavsiye ederim.)
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Boylamlar arasinda cos 61 + sin 0 kayda deger bir yere sahiptir. Bu boylam SUs’daki
kosegen matrislerden olusur:

e 0
(3.3) (O 6_2-9) — (cos®,0,sin6,0).
Boylamlardan j’yi icereni daha 6nce karsilasmadigimiz bir altgruptur.

4 Ortogonal temsil

Ekvator enlemi E' iki-boyulu bir kiiredir. £ ayn1 zamanda SUs’da bir eglenik sinifi
oldugundan SU; grubu FE iizerinde eslenik alarak etkir. Grubun bir U elemaniyla
eglenik alma igleminin kiirenin bir dénmesinden ibaret oldugunu gosterecegiz (Aslinda
U ile eslenik alma her enlemi déndiiriir).

Eger B bir 2 x 2 garpik-hermisyen ve sifir izli matris ve U € SUs ise U BU* matrisi de
carpik-hermisyen ve sifir izlidir. Bunu siz gosterebilirsiniz. Dolayisiyla SUs ile eslenik
alma Vj uzay1 tizerinde bir doniigiim tanimlar. “U ile eglenik alma” dontgiimiinii ¢y
ile gosterelim. Tanmim itibar ile ¢arpik-hermisyen ve sifir izli B matrisleri tizerinde

¢u(B) =UBU* olur.

Teorem 4.1 (i) Her U € SU; igin, ¢y dontisimi Vi oklid uzayimn bir dénmesidir.
(ii) ¢ : U € SUy — ¢y € SO3 gonderimi orten bir grup izomorfizmidir ve ¢ekirdegi
SUs grubunun merkezi Z = {£1} dir.

(iii) A € E olmak tizere U = cos 01 +sinbA ise ¢y donmesi A vektorini iceren eksen
etrafinda 20 acgilik bir donmedir.

Birinci Izomorfizm Teoreminden, yukaridaki teoremin (ii) kismyla birlikte SO3 grubu-
nun SUsz/Z boliim grubuna, yani Z’ nin eskiimeleri grubuna izomorf oldugunu goriiliir.
PZ eskiimesi &P matrislerinden olusur. Dolayisiyla SO3’tin elemanlar1 tig-boyutlu
SUs; kiiresinin merkeze gore zit yonde duran nokta ciftlerine kargilik gelir. Boylece
SO3 grubu ii¢c boyutlu RP? gercel izdiisel uzaymin aym olur ve SU, grubu da bu
uzayin ikili ortiisii haline gelir.

Kamit. Donmeler birim determinanth ortogonal dogrusal doéniisiimlerdir. Bu tanimin
¢y tarafindan saglandigini gostermemiz gerekiyor.

¢y’'nun dogrusal bir dénilisiim olmasi igin, ¢y(A + B) = ¢u(A) + ¢u(B) esitligi
saglanmahdir ve her r gercel sayisi igin ¢y (rA) = r¢y(A) olmahdir. Bunu goster-

mesi ¢ok kolay.

Ancak, ¢rr’nun ortogonalligi bariz degil ve bir 3 x 3 gergel matris olan ¢y ’nun matrisini
hesaplamak pek hog degil. Dolayisiyla ortogonalligini gostermek icin ¢y’nun dogrusal
bir dontigiimiin ortogonal olma sartini sagladigini, yani

(4.2) (¢u(A), ¢u(B)) = (A, B)

esitliginin her 4, B € Vj icin dogru oldugunu gosterelim. Ama bu Onerme 1.5 (ii)’den
cikar ve iddia edildigi gibi ¢y ortogonaldir.
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Geriye ¢ry’nun determinantinin 1 oldugunu gostermek kaliyor. Artik biliyoruz ki ¢y
ortogonaldir, yani determinant1 +1 ya da —1 olmalidir. Simdi ¢y dontigimi ve de-
terminanti U’ nun siirekli fonksiyonudur. U = I i¢in ¢y birim doniigimdiir dolayisiyla
determinant1 1’dir. SUy grubu yol-baglantili oldugundan her U € SU; elemaninin
determinantinin 1 oldugunu gortiriz.

(ii) ¢’nin bir homomorfizm oldugunu goéstermek rutin bir istir: Her U,V € SUs igin,
ouv(B) = ¢y (v (B)) esitligini géstermemiz gerekiyor. ¢’'nin tanimin yazacak olursak
bunun (UV)B(UV)* = U(VBV*)U* bariz esitliginden ibaret oldugu goriiliiyor.

Simdi ¢’'nin ¢ekirdeginin Z oldugunu gosterelim. Eger U c¢ekirdekteyse, U ile eslenik

alma F’nin her elemanini sabitler, bu da U’nun E’nin her elemaniyla degismeli oldugunu
gosterir. Onerme 3.1’e gore SUsnun her P elemam A € E olacak sekilde P = ¢l + sA

biciminde yazilabilir. Dolayisiyla U matrisi P ile de degismeli olmalidir. Yani ¢ekirdek

SUs’nun merkezi olmalidir. Bir elemanin merkezde olmasi icin eglenik sinifinin bir tek

elemandan ibaret olmasi gerekir. Eslenik siniflarinin birer enlem oldugunu biliyoruz.

Tek elemandan ibaret enlemler {I} ve {—1I} olduguna gore merkez Z = {£I} dir.

Her a agis1 20 geklinde yazldigindan ¢’nin ortenligini teoremin (iii) kismini gosterince
kanitlamig olacagiz.

(iii) Eger U = ¢l + sA ise, U ile A degismelidir ve ¢y doniigimii +A matrislerini
sabitler. ¢y’nun kutuplar: +A matrisleridir.

Doénme agisini bulmak igin su yolu izleyelim: E’nin bir bagka A’ elemani verilsin ve U’ =
cI+sA’ olsun. E bir eglenik smifi oldugundan ¢g(A) = QAQ ™! = A’ esitligini saglayan
bir Q € SUs vardir. Bu durumda ¢o(U) = QUQ ™! = U’ esitligi de saglanir. ¢ bir
homomorfizm oldugundan qqubUgbél = ¢y olur. Burada ¢¢g donmesi, ¢y donmesinin
A kutbunu ¢y, déonmesinin A’ kutbuna gétiiriir. Dolayisiyla ¢ = ¢Q¢U¢Egl eslenigi
A’ kutbu etrafinda aym acida bir donmedir.

Buradan yalmz bir A € E matrisinin déonme agisini bulmanin bize yetecegi sonucu
gikiyor. A = k segerek sorunu (3.2)’deki gergel matris olan U = ¢l + sk durumuna
indigeriz. ¢y nun matrisi R’yi (¢, 7, k) tabanminda hesaplayalim. Simdi ¢’ = cos 26 ve
s’ = sin 20 dersek

(4.3) UiU*=cdi+s'5 , UjU*=-si+cdj , UkU* =k

buluruz ve R matrisinin ii¢ siitununu elde ederiz:

d -5 0 cos20 —sin26 0
(4.4) R=1|s ¢ 0 = sin26  cos26 0
0 0 1 0 0 1
Iddia edildigi gibi k ekseni etrafinda 260 acilik donmenin matrisi R’dir. ([
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5 Spin

FE’nin birim-olmayan bir dénmesinin kutuplar1 E’nin dénme ekseniyle kesigtigi ve
doénmenin sabitledigi iki noktadir. Dénme icin bir kutup se¢imine spin denir. Yani
birim eleman diginda SOs’nin her elemaninin iki spini vardir.

Onerme 3.1 (iii)’de verilen parametrik denklem bir P € SU, elemanimin (P # +1)
belirledigi ¢p donmesi i¢in bir kutup se¢gmemize imkan verir.

P =cosf I +sinf A igin kutuplar +A noktalaridir. Tutarli bir kutup se¢imi yapmak
icin, P; = cost I + sint A formiiliine bakalim. ¢ p’nin spini olarak § ve —#’nin hangisi
(0, 7) araligima diigliyorsa onu segelim.

Geometrik olarak, P’yi iceren L boylamini P’ye olan acisal mesafenin 7’den kiiciik
oldugu dogrultuda yonlendirdik ve spin olarak L’nin ekvator E’yi ilk kestigi noktay1
sectik.

Netice 5.1 ¢ homomorfizmi SUs grubunun +1 haricindeki elemanlariyla kiirenin bariz
olmayan donmelerinin spin kiumeler: arasinda birebir esleme tanimlar.

Bu netice yliziinden SUs, spin grubu diye de adlandirilir. SUs’nun bir grup olmasinin
ilging bir getirisi var: spinleri ¢arpabiliriz. p ve p’ kiirenin iki geligigiizel eksen etrafinda
donmesi olsun. Dénmeler SO3’tin elemani oldugundan, bileske dontigiim pp’ da bir
donmedir. Simdi iki donme igin birer spin segersek, geometrik olarak pp’ donmesinin
bir spininin veya kutbunun, nasil segilecegi belli degildir. Ancak SUs bir grup oldugu
i¢in, aslinda pp’ donmesinin spini belirlidir.
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