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18.701 Cebir 1 Karmagik Vektor Uzaylarinin Geometrisi

Karmasik Vektor Uzaylarinin Geometrisi
Stereografik izdiisiim.
R"™*! uzaymin koordinatlar g, ..., u, olsun. Bu uzayda
w4 Fud =1

birim vektorlerinin mahalline n-boyutlu kire ad1 verilir, ve ekseriyetle S™ ile gosterilir.
Kiirenin boyutu n, lizerindeki bir noktanin serbestlik derecelerinin sayisidir. Boylece
52 bildik 3 boyutlu uzaydaki olagan birim kiiredir, S de diizlemdeki birim cemberdir.

Stereografik izdiisiim kiireyi resmetmeye yarar, ézellikle 3-boyutlu kiire S3 icin kul-
lanighdir. Stereografik izdiigiim altinda n-boyutlu kiirenin noktalari, ug = 0 denklem-
inin tanimladig1 n-boyutlu H hiperdiizleminin noktalarina birebir gonderilir. Gelenek
boyle olmasa da ilk koordinat olan ug ile “dikey” ekseni gostermeyi tercih ederim.
Kuzey kutbu adi verilen (1,0,...,0) noktas: kiirenin tepesinde yer alir. S™ kiiresi
tizerindeki bir p = (uo, ..., u,) noktasinin Stereografik izdiigiimii kuzey kutbuyla p
noktasindan gegen dogrunun H hiperdiizlemini kestigi nokta olarak tanimlanir. Bu
izdiiglim, tanimsiz oldugu kuzey kutbu disinda birebir értendir. Kuzey kutbunun “son-
suza” gonderildigi sGylenir.

Izdiigiimde kullanilan dogruyu (t(ug — 1) 4 1, tu, ..., tu,) seklinde parametrize edersek
H ile kesistigi nokta goyle verilir:

Uil Un

).

0 = (0
(7y17 7y’n> (71_u07 ’1—’LLO

Simdi r? = y% + -4 y?z yazarak ters fonksiyonun (0,1, ..., y,) noktasini

r2—1 241 2yn,
r24+ 1241772 41

(ugy -y up) = ( )3

noktasina gotiirdigi goriiliir.
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Karmasik Vektor Uzay: C”.

Karmagik vektor uzayimi C™% V ile gosterelim. Bir X = (1, ..., 7,,)! karmagik vektoriiniin
koordinatlarini x, = a, +b,i seklinde yazip A = (ay, ..., a,)! ve B = (b, ..., by)" dersek
X vektoriinii X = A + Bi seklinde gergel ve sanal kisimlarina ayirabiliriz. Bu yolla
her karmasik n-boyutlu X vektorii bir gercel n-boyutlu vektor ¢iftine, veya 2n-boyutlu
bir gercel vektore karsilik gelir. Uzun vadede farkl bir gercel vektor ortaya atmak pek
iyi olmaz, ama simdilik boyle yapip bu 2n-boyutlu gercel vektori X ile gosterelim. Bu
2n-boyutlu gercel vektoriin a,, b, girdilerinin nasil siralanmig oldugu o6nemsizdir. Biz
X = (a1, by, a9,ba, ..., ap, by ) siralamasimi kullanacagiz.

Boylece C" ile R?" arasinda dogal bir birebir-6rten génderim bulundugunu gérmiis
olduk. Bu bir vektor uzay1 izomorfizmi degildir, ¢iinkii C™ igin skalerler karmasik sayilar
cismiyken R?" icin reel sayilar cismidir.

Vektor uzay1 C" iizerinde i ile carpma R?" {izerinde bir dogrusal operator tanimlar, bu
operatotiin matrisi 2 X 2 bloktan olugan M = (? _OI ) matrisidir, burada I harfi n x n
birim matrisi gostermektedir. J? = —I bagmtisini kaydedelim.

Hermisyen geometri.

Karmasgik sayilarin geometrisinden kasit karmagik diizlemin, yani gercel boyutu iki
olan uzaymn geometrisidir. Benzer sekilde n-boyutlu C" karmasik uzayimin geometrisi
derken mukabil 2n-boyutlu gergel uzayin geometrisini anlayacagiz. Dolayisiyla bir X
karmagik vektoriiniin wzunlugu mukabil gercel vektoriin uzunlugu olarak tanimlanir,
yani [ X2 = a? + b2 + - + a2 + b2. Eger X* = (T1,...,Tp)" gosterimini kullanirsak
uzunlugu su formiille ifade edebiliriz:

1X|? = X*X =T121 + - + T,

Bu uzunluk formiili V' = C" uzay1 lizerindeki standart hermisyen carpiminin cikig

noktasidir:
(X,Y)=X"Y =Z1y1 + - + TpYn.
Bu carpim su ozellikleri saglar:
' Ikinci degiskene dogrusal bagimhhk: (X, ¥e,Y,) = Y, (X, V).
Ik degiskene eslenik dogrusal bagimhhk: (3¢, X,,Y) = ¥¢,(X,,Y).
Hermisyen simetri: (Y, X) = (X,Y).
Positiflik: Eger X # 0 ise Xin uzunluk karesi (X, X) bir pozitif gergel sayidir.

Hermisyen garpimin gergel ve sanal kisimlarimi gercel vektorler cinsinden ifade etmek
icin daha once de yaptigimiz gibi x, = a, + b,¢ ve y, = ¢, + dy¢ yazahm, Oyle ki Y =
(c1,dy, ..., cpn, dy)t olsun. Simdi (a — bi)(c+ di) = (ac+ bd) + (ad — be)i saglandigindan,
(X,Y) carpimimin gercel kismi

(arer +bidy) + -+ + (ancy + bpdy,)
olur, ki bu deger gergel vektorlerin (X - Y) skaler ¢carpimina esittir. Sanal kisim ise

(aldl — blcl) +---+ (andn - bncn)
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ile verilir ve X ve Y karmagik vektorlerine mukabil gergel vektorler cinsinden
X,Y] = —X'JY

carpik-simetrik bilineer formunun degeri olarak ifade edilebilir; burada J yukarida
adigecen matrisi, gostermektedir. Boylece

(X,)Y)=(X-Y)+ [X,Y]:

yazilabilir.
Ozetlersek, hermisyen ¢arpimin gergel kismi mukabil gercel vektorlerin skaler carpimina,
sanal kismiysa gergel vektorlerin bir carpik-simetrik form altindaki degerine esittir.

C™ uzayinda vektorlerin ortogonal olmasin, standart hermisyen carpima gore tanimlanir:
Eger (X,Y) = 0 ise X ve Y ortogonaldir denir. Eger X karmagik vektorii Y'ye or-
togonalse 0 = (X, Y) carpiminin gercel kismi (X-Y) skaler carpimina esit oldugundan
X ve Y de iki ortogonal (dik) gercel vektordiir. Ancak bu ortogonallik i¢in yetmez
¢iinkii sanal kisim [X, Y] de sifirlanmahdur.

Artik gercel vektorler icin 6zel simgeler kullanmay: birakip X ile hem karmasik vektori hem
de mukabil gercel vektori gosterecegiz. Boylece yukaridaki formuli

(X,Y) = (X-Y)+[X,Y]i

seklinde yazabiliriz. Tek hatirlamamiz gereken sey bu formiiliin saginda yer alan iki
carpimin degerlerinin gercel oldugudur. Bu gosterime kendinizi alistirmak igin

[X,Y] = —(X -iY)

formiiliinii dogrulaym. Burada en 6nemli nokta, ortogonalligin artik iki anlami bu-
lunmasidir: Karmasik vektorlerin ortogonalligi (karmasik ortogonallik) (X,Y) = 0
anlamina geliyorken gercel vektorlerin ortogonalligi (gercel ortogonallik) (X -Y) =0
anlamina gelmektedir. Karmasik ortogonallik daha giiclii bir sarttir.

C™ uzayinda sifir olmayan bir X vektoriintin gerdigi bir-boyutlu altuzay:r Spang(X)
ile gosterecegiz, burada C igaretini gercel vektoriin gerdigi gercel bir-boyutlu altuza-
yla karigmamasi icin kullaniyoruz. Bu altuzay X’in tiim karmasik katlari olan aX
seklindeki vektorlerden olusmaktadir. Noktalar: karmasik diizlemin noktalarina bire-
bir karsilik gelir.

Onerme. X ve Y vektorlerinin karmasik ortogonal olmast igin bir-boyutlu Spanc(X)
ve Spang(Y) karmagik altuzaylarindan alinan her vektor ¢iftinin gercel ortogonal ol-
mast gerek ve yeterlidir.

Kanit. Eger X ve Y karmagik ortogonalse (X ,'Y> = 0 olur. Boylece her a, 5 karmagik
sayist i¢in (o X, YY) = af(X,Y) = 0 saglanir. Iki altuzaydaki her vektor ¢ifti karmagik
ortogonaldir, dolayisiyla gergel ortogonaldir.

Ote yandan, Spang (X )’deki her vektoriin Spang(Y)’deki her vektore gercel ortogonal

oldugunu varsayalim. O zaman (X -Y) =0 ve (X -iY) = —[X, Y] = 0 saglanir. Yani
(X,Y) = (X-Y)+[X,Y]i = 0 olur ki bu da X, Y vektorlerinin ortogonalligini gosterir.
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R?’nin geometrisi.

Karmasik iki-boyutlu vektor uzayinin geometrisini anlatmadan 6nce gergel iki-boyutlu
R2. uzaymin geometrisini gdzden gecirerek 1smalim.

R? uzay1 2 boyutlu oldugundan, 6z altuzaylar: 1 boyutludur. Bunlar orijinden gecen
dogrulardir. Sifirlanmayan her X = (z1, z2)" vektorii 1-boyutlu bir Spang (X) altuzay:
gerer ve bu altuzayin elemanlar1 X’in gercel katlaridir.

Farkli 1-boyutlu aluzaylar sadece orijinde bulusur, dolayisiyla R? 1-boyutlu altuzaylar
tarafindan paylanir, tabii eger sifir vektoriinii bir kenara koyarsak.

Bir-boyutlu altuzaylar egimleriye belirlenir. Eger W = Spang(X) ise W’nin egimi is
A = x9/x7 ile verilir. Sonsuz dahil olmak tizere egim her degeri alabilir.

Bu 6zel oo degeri bizim koordinat sistemi secimimizin getirdigi hos olmayan bir yan
{iriindiir. Stereografik izdiigiim altinda egimler, ve dolayisiyla R?nin altuzaylar1 S!
¢emberinin iizerindeki noktalara karsilik gelir, ki bu ¢ok daha hogtur.

Cember ic¢in ug, u1 koordinatlarini kullanarak

p——
1—ug

ve

( ) IA2—1  2A

Uy, uz) =

SR YRR R DY

elde edilir. Sonsuzdaki A = oo egimi kuzey kutbuna, yani (1, 0) noktasina kargilik gelir.

(Bu formiildeki mutlak deger isaretleri fazlahiktir. A’nin karmagik oldugu durumlarda
da formiiliin ¢aligmasi igin konmusgtur)

Orijin diginda R?’nin her noktasinin bir egimi vardir, bu egim stereografik izdiisiimiin
tersi altinda S' birim cemberi iizerinde bir noktaya goénderilir. Béylece orijin dist hery-
erde taniml bir ¢ : R? — S! gonderimi vardir. Denklemini A = zo/x; yazarak bula-

biliriz:
ToXo — T1X1 2T11x9
O'(X) = = — , — — .
ToXo + T1X1 Toxo + T1X1

(Yine bu formiilii A karmagik oldugunda da galisacak sekilde yazdim.)

o'y1 z-diizlemindeki 2 + 2% = 1 birim ¢emberine kisitlayarak z; = cosf ve zo = sin
yazalim. Su ifadeyi elde ederiz:

o(X) = (cos 26, sin 20).

Egim-gonderimi z-diizlemindeki birim ¢emberi u-diizlemindeki birim ¢ember iizerinde

iki kez dolar.
C%’nin geometrisi.

Yukarida séylenenler karmasgik duruma uyarlanabilir. V' = C? iki boyutlu bir karmasgik
vektor uzayi oldugundan, her 6z (karmagik) W altuzayinin boyutu birdir ve sifirlanmayan
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herhangi bir vektoriiniin tiim karmagik katlarindan ibarettir. Egit degillerse iki 1-
boyutlu altuzay ancak orijinde bulugur. Yani sifir vektoriinii gozardi edersek V' tek
boyutlu altuzaylarinca paylanir, bunlardan herbiri bir Spang(X) karmagik diizlemidir.

Gergel durumda oldugu gibi, bir-boyutlu altuzaylar egimleriyle ile belirlenir. Eger W =
Spanc(X) ve X = (z1,72)! ise, W’nin egimi A\ = z9/x; olarak tammlanir. Egim
W’daki sifirlanmayan X vektOriiniin seciminden bagimsizdir ve her karmagik degeri
alir, x1 = 0 i¢inse degeri sonsuz olarak tanimlanir.

Stereografik izdiisiimiin tersi altinda egimler iki boyutlu S? birim kiiresi iizerindeki
noktalara gonderilir. Eger A = u;4wuoi dersek ve dikey ekseni ug ile gosterirsek u%—l—u%%—
u3 = 1 birim kiiresinin denklemi melez R, C koordonatlar1 cinsinden |ug|? + || = 1
seklinde yazilir ve bu koordinatlarda kuzey kutbu (1,0 + 0i) noktasidir. Kutuptan
izdiigim i¢in gercel durumda buldugumuz formiiller gsimdi karmagik A icin de gegerli
olur.

Hopf fibrasyonu.

V = C? uzaymin 1-boyutlu altuzaylaridaki birim uzunluklu vektorler 3-boyutlu birim
kiirede tuhaf bir goriintii arzeder. Daha 6nce yaptigimiz gibi V’deki koordinatlar: z,, =
a, + byt (1 = 1,2) seklinde yazarsak V’dek birim vektorlerin mahalli Zyx1 + Toxg = 1
denklemiyle, veya af + b + a3 + b3 = 1 ile tamimlanir.

Uc boyutlu S3 birim kiiresinin bir -boyutlu W altuzayiyla kesigsimi W icindeki Cyy
birim gemberini verir. Sifir vektoriinii gézardl edersek C? uzayr bir boyutlu altuza-
ylarmca paylandigindan, S® kiiresi de Cyy birim cemberlerince paylanir. Bu acayip
paylamaya Hopf fibrasyonu adi verilir ve hayalde canlandirmasi biraz zordur.

Karmagik durumdaki o : S3 — 52 egim gonderimi gercel durumda elde edilenin ben-
zeridir ancak ¢ok daha ilgingtir. Bunun fibreleri Cyy ¢emberleridir.

Hopf fibrasyonunun stereografik izdiigiimii gercel R uzaymin bir fibrasyonunu verir.
Biri disinda tiim fibreler birer cemberdir, 6zel fibre de dikey eksendir. Huan Yao
tarafindan izdigiirtilmiiy Hopf fibrasyonunu gorsellegtirmek icin yazilan bir Matlab
programi internette bulunmaktadir.
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