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18.701 Cebir 1 Enbiiyiik Ortak Bélen ve Enkiigiik Ortak Kat

Enbiiyiik Ortak Bolen ve Enkiigiik Ortak Kat

a ve b iki tamsay1 olsun. a|b gosterimi a, b’yi bdler anlamima gelir, yani bir r tamsayisi
icin b = ra olur.

Eger a bir pozitif tamsayiysa, Za gosterimi a sayisinin tam kati olan tamsayilar
kiimesini gostermek i¢in kullanilir; bu kiimeyi ayni zamanda a ile boliinen tamsayilar
kiimesi diye tasvir etmek de miimkiindiir. Z* toplamsal grubunun altgruplar: hakkin-
daki esas teoreme gore Za bir altgruptur, ve ZT grubunun bariz altgrubu digindaki
her altgrubu yegane bir a > 0 i¢in Za grubuna esittir. Uztelik, a bu altgrubun icindeki
enkiiciik pozitif tamsayidir.

Iki pozitif tamsay1 a ve b verildiginde, Za veZb altgruplarim kullanarak iki altgrup
daha turetebiliriz: toplam ve kesisim. Za + Zb toplami « € Za ve 8 € Z olmak lizere
a + 5 seklinde yazilan tiim tamsayilarin kiimesidir. :

(1) Za+7Zb={clc=ra+sb(r,s € Z)}

Lemma 1 (i) Za+Zb ve ZaNZb kiimeleri Z" grubunun altgruplarder ve ikisi de {0}
altgrubu degildir

(ii) Toplam ve kesigimi treten d, m pozitif tamsaylar: vardir: Za + Zb = Zd ve Za N
7b=7Zm

Kanat. (i) stkkini aligtirma olarak birakiyoruz. (ii) sikk (i)’den gikar ¢iinkii {0} digindaki
her altgrup bir ¢ i¢in Zc bicimindedir.

Za+7b altgrubunun tiretecine a ile b 'nin enbiyik ortan béleni ve ZaNZb altgrubunun
iiretecine a ile b’nin enkictuk ortak kat: denir. Bu tamsayilar a ve b tarafindan tek bir
sekilde belirlenirler ve izleyen énermedeki (i) ve (ii) 6zellikleriyle karakterize edilirler.

Onerme 2 a, b, d, m yukaridaki gibi olsun.

(i) alm ve blm. Eger x tamsayisi i¢in hem alx hem de blx ise x|m olur.
(ii) dla ve d|b. Eger x tamsayist i¢in hem x|la hem de x|b ise d|x olur.
(11i) d = ra + sb olacak sekilde r ve s tamsaylary vardr.

Kamit. (i) m € Za oldugundan a, m’yi boler. Benzer sekilde b, m’yi boler. Simdi a|z
ve b|lxz varsayalim. O takdirde x kesigim kiimesi Za N Zb = Zm’'nin elemanidir, yani
x € Zm = z|m.

(iii) d sayis1 Zd altgrubunun elemani ve Zd = Za + Zb oldugu i¢in bu sik dogrudur.
(ii) @ = la + 0b esitliginden a € Za + Zb = Zd elde edilir, dolayisiyla d|a bulunur.
Benzer sekilde, d|b bulunur. O halde (iii) sitkkindaki gibi d = ra + sb olur. Eger z|a ve
x|b ise z|ra + sb = d elde edilir. O

Not 5. Enbiiyiik ortak bolenin a ve b'nin dogrusal bilesimi olarak yazilabilmesi ¢ok
kuvvetli bir alettir ve gordigiimiiz gibi (ii) 6zelligi bu 6zellikten gikar. Enbiiyiik or-
tak bolen karsimiza ¢iktiginda hemen (iii) sikkini uygulayip ne giktigina bakmalidir.
Asagida sundugumuz Onerme 7 ve 8'de bu aletin kullamimina iki 6rnek verecegiz.

Gosterim 7. Kisaltmalari sevmem, ancak “a ve b'nin enbiiyliik ortan bolenii” ve
“a ve b'nin en kiiglik ortak kat1” ifadeleri sirasiyla ebob(a,b) ve ekok(a,b) bigiminde
kisaltilmay1 gerektirecek kadar hantallar.
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Onerme 8 a, b pozitif tamsaylar verilsin. Eger d = ebob(a,b) ve m = ekok(a,b) ise
dm = ab olur.

Kanit. dm ve ab pozitif tamsayilar oldugundan ab’nin dm’yi boldiigini ve dm’nin
ab’yi boldiigiinti gostermek yeterli olur. d = ra + sb yazalim:

dm = ram + sbm.

m hem a hem b'nin kat1 oldugundan, bu denklemin sagindaki her iki terim de ab ile
boliintir. Oyleyse sol taraf da boliiniir ve abldm buluruz.

Simdi, d hem a hem de b’yi boldiigiinden a’ = a/d ve b’ = b/d oranlar1 tamsayilardir.
m’ = ab/d = a’b = ab/ dersek m’ hem a hem b ile boliiniir, yani m|m’ ¢ikar. Bunu d
ile carparak dm|ab elde ederiz. O

Onerme 9 a,b ki pozitif tamsayr ve p bir asal olsun. Eder p asali ab carpimim
bolerse, p ya a’yr ya da b’yi boler.

Kamt. Bir “veyali” onermeyi dogrudan ispatlamaya calismak biraz garip, bu nedenle
simetriyi kiralim. p asalinin ab carpiminmi boldiigiinii ancak a’y1 bélmedigini varsayip
b’yi boldiigiini gosterelim. Bu 6nermeyi kanitlamak icin yeterli olur.

a ve p’nin en biiyiik ortak béleni § nedir? p’nin pozitif bolenleri sadece 1 ve p’dir.
Yani 6 = 1 veya § = p olabilir. Ancak § aym zamanda a’1 da boler ve varsayimimiza
gére p asah a’y1 bolmez. Dolayisiyla § = 1 olmali. Onerme 4(iii)’den ra + sp =6 = 1
olacak sekilde r, s tamsayilar1 bulunur. Bu esitligin her iki tarafin1 da b ile garparak
bra + bsp = b elde edilir. Esitligin sol tarafindaki her iki terim de p ile boliiniir, ve

iddia edildigi gibi b de p ile boliiniir. U
Enbiiyiik ortak bolen ve enkiiciik ortak kat a ve b'nin asal carpanlarina ayrisimindan
bulunabilir. py,...,py asallar ve r;, s; > 0 igin a = pi* -+ p* ve b = pi* --- p* olsun.

mazx; ve min; ile r; ve s; sayilarimin biiyligiinii ve kii¢iigiinii gosterelim (esit olabilirler).
Izleyen 6nermenin kaniti bir aligtirmadir:

Onerme 10 Yukaridaki gosterimler altinda ebob(a,b) = p™ .. -p;gnm’“ ve

ekok(a, b) = p"** - - p" " olur. O
Aligtirmalar.

1. d = ra + sb sayis1 Onerme 4(iii)’deki gibiyse, d = r1a + s1b seklindeki tiim 74, s
tamsayilarini tasvir edin.

2. a,b pozitif tamsayilar verilsin ve d = ebob(a,b), m = ekok(a,b) olsun. p bir asal
olsun ve o/ = a, ¥ = bp, d = ebob(d',V'), m’ = ekok(a’,b’) olsun. Bu takdirde ya
d =dvem' = mpyadad = dp ve m'" = m olabilecegini gosterin. Her bir ihtimalin
hangi sartlarda gerceklestigini aciklayin.

3. a, b, ¢ pozitif tamsayilar: verilsin ve a’ = ac ve b/ = be olsun. Bir 6nceki aligtirmadaki

gosterimle d' = dec ve m’ = me oldugunu gosterin.

4. Onerme 9’u kanitlaym.
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