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18.701 Cebir 1 Problemler 6

Problemler 6

1. Elemanlar1 0 < u < 1 aralig: tizerindeki siirekli f(u) fonksiyonlar olan C uzayi, R™
uzayimin sonsuz boyutlu bir benzeridir. Aym sekilde, 0 < w,v < 1 karesi iizerindeki
stirekli A(u,v) fonksiyonlar: da matrislerin sonsuz boyutlu bir benzeridir. C {izerindeki
Fredholm operatori,

A= /O A, o) (v)dv,

seklinde tanimlanir ve bir vektorii bir matrisle ¢arpma igleminin benzeridir. (Bunu
gozde canlandirmak i¢in u, v-diizlemindeki birim kareyi ve [0, 1] araligim saat yoniinde
90° cevirin.)

(a) A fonksiyonu A(u,v) = u + v ile tanimlansin. Mukabil Fredholm operatériiniin
gorintisini agik secik belirleyin ve ¢ekirdegini bazi integrallerin sifirlanmasi cinsinden
tasvir edin.

(b) Fredholm operatoriiniin sifir digindaki 6zdegerlerini ve mukabil 6zvektorlerini bu-
lun.

2. Karmagik girdili ve n x n boyutlu bir A matrisinin karakteristik polinomu p(t) =
t" 4 cp_1t" "1 4 - et + ¢ olsun. Meshur Cayley-Hamilton Teoremi

p(A) = A" + Cn_lAnil + - ClA + ¢o

matrisinin sifir matrisi oldugunu soyler.

(i) Teoremi bir 2 x 2 matris i¢in hesapla kanitlayin.

Cayley teoremi n X n matrisler icin ifade ettikten sonra 2 X 2 durum i¢in gostermistir.
Bahsini su ciimleyle kapatmagtir (ders kitabinda da bu alintr bulunabilir): “Genel du-
rumdaki bicimsel ispat isine girismenin gerekli olmadiginy disundium”

(ii) Kogegenlemeyi kullanarak farkli 6zdegerli n x n matrisler i¢in teoremi kanitlaym.
(iii) Her karmagik A = (a;;) matrisine istendigi kadar yakin ve farkhh 6zdegerli mat-
risler vardir; daha kesin bir dille ifade edersek her pozitif € gercel sayis1 icin, farkh
ozdegerli bir B = (b;;) matrisi bulunur, 6yle ki her 4, j icin |a;; — b;;| < € saglanir.
Ucgen bicimini kullanarak bunu gosterin.

(iv) Cayley-Hamilton Teoremini (ii) ve (iii) kullanarak ispatlayin.

3. Ozdegerleri farkli n x n boyutlu karmasgik bir A matrisi olsun. Kamtlaym: I + A +
A% ... serisi (I + A)_.l matrisine eger ve ancak tiim ozdegerlerin mutlak degeri
1’den kiigiikse yakinsar. Ilave puan: Ozdegerlerin farkli oldugunu varsaymadan bunu
gosterin.

4. R toplamsal grubunun 1 ve v/2 tarafindan iiretilen altgrubunun gercel dogrunun
yogun bir altkiimesi oldugunu gosterin.
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