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18.701 Cebir 1 Problemler 4

Problemler 4

1. Asagidaki Laplace denklemini saglayan iki degiskenli f(u, v) fonksiyonuna harmonik
fonksiyon denir:

0? 0?
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Dirichlet Problemi bir R diizlem bolgesinde harmonik olup verilen siir degerleri alan
fonksiyonu bulma problemidir. Bu aligtirmada Dirichlet probleminin kesikli halini

¢Ozecegiz.

Tanim kiimesi tamsayilar kiimesi Z olan gercel degerli bir f fonksiyonu verilsin. Tiirevin
kesikli benzeri f(n+1)— f(n) birinci farkidir. Simetriyi kirmak i¢in kesikli tiirev kaymis
tamsay1 kafesi Z + 3§ iizerinde; f'(n+ 1) = f(n+1) — f(n) seklinde tanimlamr. Tkinci
kesikli tiirev tekrar Z {izerine doner:

1 1
F'(m) = ot 5) = fn = 5) = fn+1) = 2f(n) + f(n - 1)
Diizlemde tamsay1 koordinath kafes noktalar: tizerinde bir f (u, v) fonksiyonu tanimlansin.
Ikinci kesikli tiirev fomiliinii kullanarak Laplace denkleminin kesikli benzeri

(%) flu+1l,0)+ f(u—1,v)+ fu,v+ 1)+ f(u,v—1) —4f(u,v) =0

bulunur. Yani f’nin her kafes noktasindaki degeri dort komsu noktada aldigi degerin
ortalamasina egitse f harmonik olur.

Diizlemde sonlu sayida noktadan ibaret olan kiimeye kesikli bolge denir. Siniri OR;
R iginde olmayip R’'nin bir noktasina birim mesafede olan noktalar kiimesi olarak
tanimlanir. R'ye R = RUOR bolgesinin dahili denir. Smir R iizerinde bir b fonksiyonu
verilsin. Dirichlet problemi R iizerinde tanimli, simirda b ile cakisan, ve dahildeki her
nokta i¢in (*) denklemini saglayan fonksiyonu bulma problemidir. Bu problem bizi bir
dogrusal denklem sistemine gotiiriir:

LX =B.

Bu sistemi kurmak igin b fonksiyonunun (u,v) smir noktasinda aldigy degeri by, ile
gosterelim. R’nin noktalarini geligigiizel siralayalim ve x,, bilinmeyenlerini bir siitun
vektor haline getirelim. Katsayr matrisi L, simirda komsusu olmayan noktalar igin (*)
dogrusal bagintilarini ifade eder, sinirda komsusu olan noktalar iginse (*) bagintisi
icinde gereken yerlerde sinir degerler olur. Bu terimler toplanip esitligin obiir tarafina
atilarak B vektori olugturulur.

(i) R = {(0,0),£(0,1),£(1,0)} olsun. Bu kiimenin sekiz simir noktasi vardir. Bu
durumda dogrusal denklem sistemini yazarak Dirichlet Problemini OR tizerinde v < 0
igin by, = 0 ve v > 0 igin by, = 1 b ile tanimlanan sinir deger fonksiyonu igin ¢oziin.

(i) maksimum ilkesi harmonik bir fonksiyonun maksimum degerini sinirda aldigim
soyler. Kesikli harmonik fonksiyonlar i¢in Maksimum ilkesini kanitlayin.

(iii) Maksimum ilkesini kullanarak Dirichlet Probleminin her R bdlgesi ve b simr
fonksiyonu icin yegane bir ¢ozliimii oldugunu kanitlayin.
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2. F bir cisim olsun. (vy, ..., v,) siitun vektorlerinin eger ve ancak su sartlar saglanirsa
F™ i¢in bir taban olusturdugunu gosterin:

vy sifir degildir,
vy vektori {v;} tarafindan gerilen uzayda degildir,
v3 vektorii {v1, v} tarafindan gerilen uzayda degildir,

vy, vektori {vq,...,v,—1} tarafindan gerilen uzayda degildir.

3. IF,, ile mod p’deki tamsayilar cismini gosterelim.
(i) GLo(F,) ve SLy(F,) gruplarinin mertebesini belirleyin.

(ii) SLo(FF3) grubunun Sy simetrik grubuna izomorf oldugunu gosterin.

4. Bu problemde katsayilar gergel sayilardir.
(i) z(t) =t — 1 ve y(t) = t> — t patikalarim ¢izin.

(ii) z(t) e y(t) arasmda polinom bir bagint1 bulun: yani &yle bir f(x,y) polinomu bulun
ki f(x(t),y(t)) heryerde sifir olsun.
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