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18.701 Cebir 1 Problemler 10

Problemler 10

1. V = R3 uzayının iki-boyutlu birW altuzayı olsun ve V ’denW ’ye ortogonal izdüşümü
π ile gösterelim. π(ei) vektörünün W için seçilen bir ortonormal tabanda koordinat
vektörü (ai, bi)

t olsun. O halde (a1, a2, a3) ve (b1, b2, b3) vektörleri ortogonal birim
vektörlerdir, ispatlayın.

2. Kanıtlayın: Gerçel ve n×n boyutlu bir Amatrisinin V = Rn uzayındanW altuzayına
(V üzerindeki standart forma göre) bir ortogonal izdüşüm tanımlaması için; sütun
vektörlerinin W altuzayını germesi ve A = At = A2 olması gerekir ve yeter.

3. V = Rn uzayında birim uzunlukta bir w vektörü olsun. W ile w’nin gerdiği uzayı
ve W⊥ ile W ’nin ortogonal uzayını gösterelim.
(i) P − 2wwt matrisi ortogonaldir, ispatlayın.
(ii) Kaıtlayın: P ile çarpma W⊥ boyunca yansımadır, yani v ∈ V vektörü v = cw + u
(u ∈W⊥) şeklinde yazılırsa Pv = −cv + u olur.
(iii) a, b ∈ V iki birim vektör olsun. Öyle bir w bulun ki, yukarıdaki P matrisi için
Pa = b sağlansın.

4. Sylvester Kanunu’na göre, her 2 × 2 gerçel simetrik matris altı standart matristen
birine eşleniktir. Bunları sıralayın. GL2 genel doğrusal grubunun matrisler üzerindeki
P → PaP t ile tanımlanan etkisini ele alırsak, Sylvester kanunu simetrik matrislerin

altı yörüngesi olduğunu söylemektedir. (x, y, z) noktasını

(
x y
y z

)
matrisine gönde-

rerek, simetrik matrisleri R3’ün noktaları gibi düşünebiliriz. R3 uzayının yörüngelere
ayrışımını açıkça belirtin ve bu yörüngelerin temiz bir resmini verin.
Not. Yörüngeler x, y, z arasında cebirsel bağıntılarla tasvir edilebilir. Esas problem
bu cebirsel bağıntıların geometrik anlamını gözde canlandırmaktır. R3’deki standart
koordinat sistemi kolay yorumlanacak bir şekil vermez. Daha iyi bir görüş için bakış
açınızı değiştirmek isteyebilirsiniz.

5. R3’de bir v vektörü sabitleyelim ve × ile vektör çarpımını gösterelim. T doğrusal
operatörü T (x) = (x× v)× v ile tanımlansın.
(i) T operatörü simetriktir, gösterin. Skaler üçlü çarpımın genel özelliklerini kullan-
maya izin var ancak matrisini kullanmaya izin yok.
(ii) Matrisi hesaplayın.

6. Karmaşık düzlemdeki birim çember üzerindeki türevlenir fonksiyonlar uzayı V olsun
ve f, g ∈ V için şu işlem tanımlansın:

〈f, g〉 =

∫ 2π

0
f(θ)g(θ)dθ.

(i) Bunun hermisyen ve pozitif belirli bir form olduğunu gösterin.
(ii) Derecesi ≤ n olan f polinomları için f(eiθ) fonksiyonlarından oluşan W ⊂ V
altuzayı için bir ortonormal taban bulun.
(iii) T = i ddθ operatörü hermisyendir, gösterin ve W üzerindeki özdeğerlerini bulun.
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