Ders 31

Metindeki ilgili bolimler §5.1, 5.2

Ornek : Atom cekirdeginin sonlu buyitiklugii

Bir atomun, basit bir potansiyel i¢indeki bir parcacik modelinde bir ilerleme, atomun ¢ekirdeginin
gercekte noktasal degil aksine hem kiitle hem de yiik dagilimlarinda sonlu boyutlu yap: gosterdigi
gercegini hesaba katar. Bu 6zelligin atomik spektrumlar tizerindeki etkisine hizli bir bakig icin
pertiirbasyon teorisi kullanilabilir. Tabii ki, bu etki atomik modele eklenmesi gereken pek cok

kiiciik diizeltmelerden biridir.

Cekirdegi toplam yiikii Ze olan, ¢ yarigapli homojen (agwr kiitleli) bir top olarak modelleye-

lim. Elementer elektrostatikte giizel bir aligtirma olarak

V(r) = —e¢
potansiyel enerjisinin bdyle bir yiikk dagilimi igin
o r > 1y igin
V(r) = 2
(x) gj[(o) —3] r < 7o igin
formunu aldigini kontrol edebilirsiniz. Bu,
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Hamilton iglemcisinin 6zdeger problemine kapali formda bir ¢éziimiin bilindigine dair bir bilgim
yok, fakat boyle bir ¢oziimiin varligindan stipheliyim. Cekirdegin o sonlu biiytikliigiinden kay-
naklanan potansiyel enerjiyi olagan Coulomb potansiyelinin bir pertiirbasyonu olarak giizel bir
sekilde ele alabiliriz. Bu amacla,

V(r) =Vo(r) + B(r)

yazariz, burada
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0 r > 7o icin.

Simdi, fikir, pertiirbe edilmemis enerji 6zfonksiyonlar1 Bohr yarigap: a’ya (verilen bir Z i¢in)
kargilik gelen aralikta, rg << a oldugu miiddetce, agikar olmadigindan, B pertiirbasyonunun

etkisinin kii¢iik olmasinin beklenmesidir. Bunu biraz sonra daha acik yapacagiz.



Enerji é6zdurumlari, |n, [, m) nin
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ile verilen konum dalga fonksiyonlarina sahip oldugunu hatirlayin, burada Y}, her zamanki
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ve L asosiye Laguerre polinomlaridir. Ayrintilar igin ders kitabimiza bakin. Belirli bir Z degerli
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burada

a

hidrojensi atom i¢in, a’nin, Bohr yaricapi olduguna dikkat edin; bu, atomik boyutun 6lgegini

belirler.

Bu atomun taban durumuna bu pertiirbasyondan dolay1 gelen birinci mertebeden diizeltmeleri
diiginelim. Temel durumu sadelik adina ve dejenere olmadig: icin seciyoruz. Temel durum en-
erjisindeki kayma
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ile verilir. Dalga fonksiyonu,
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buluruz (ahgtirma). Bu integral agikca hesaplanabilir. Deneyin! (Ben Maple kullanarak
yaptim.) Yaklagiklik semamizi gegerli kilacak sekilde pertiirbasyonun yeterince kiigiik olmasimin
her haliikarda garanti edilmesi icin gereken, r9 << a kabulii ile basitlestirildikten sonra size

bunun cevabini verecegim. Bu sartlarda
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buluruz. (Bu ifadeyi Maple’a Taylor serisi agilimi yaptirarak elde ettim.) Buradan hareketle,

o

m )2 tarafindan

sonlu biiytkligiin etkisi enerjiyi yukar1 kaydirmaktir ve bu kaymanin olcegi (

belirlenir.

Diizeltmenin buytkligi hakkinda bir fikir edinmek icin, bir ka¢ 6rnek goz oniine alalim.
Hidrojen icin, bir protonun yiik yaricapmin 107 m mertebesinde ve Bohr yaricapmnin da
10~'% m mertebesinde ve boylelikle pertiirbatif diizeltmenin 10'%’da 1 mertebesinde olduguna

dikkat ediyoruz. Bu ¢ok kiigiik! Cekirdegin sonlu biiytikliigiiniin etkisinin daha belirgin oldugu



fiziksel sistemler mevcuttur. Ornegin, bir proton ve bir x~ miiyondan olusan “miiyonik hidro-
jen” distiniilebilir. Miiyonlar elektronlar gibidir sadece ¢ok daha agirdirlar. Miiyonik hidrojen
icin Bohr yaricap: 102 faktorii kadar daha kiiciiktiir ki bu 109’da 1’lik bir enerji kaymasina se-
bep olur. Diger en ug noktada, miiyonik kurgun atomunu diigiiniin (negatif ytiklii bir miiyon bir
kursun cekirdegine bagh). Bunda, hem r’in ve hem de a’nin 10~ m mertebesinde oldugunu
goriiriiz. Bu nedenle, sonlu boyut etkisi Coulomb etkisi ile ayn derecede énemlidir. Bununla
birlikte, pertiirbasyon etkisinin “kii¢iik” olmamasi nedeniyle pertirbatif yaklagikliligimizin artik

gecerli olmadigini ve dolayisyla bunun en iyi ihtimalle nitel bir ifade oldugunu dikkate alin.

Bu 6rnegi, taban durumu igin pertiibatif yaklagiklik hakkinda birka¢ yorumla bitireyim.
Bunu hesaplamak i¢in (n,l,m|B|1,0,0) matris elemanini n # 1 i¢in hesaplamamiz gerekir.
Pertiirbasyon, agisal momentum ile siradegismeli oldugu i¢in matris elemaninin sadece l = m = 0

iken sifirdan farkli olacagi agiktir. O zaman,
0
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buluruz (ahgtirma). 79 << a oldugunu kabul ederek, R,;(r) ~ R,;(0) yaklagikhiguni yapabiliriz.
Boylece,
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elde ederiz (aligtirma), ki bu, yaklagik taban durumu dalga fonksiyonunu, pertiirbe edilmemis
I = 0 = m hidrojenin duragan durumlarinin bir fiistiiste gelmesi olarak hesaplanabilir. Bu
ustiiste gelmenin, r < rg’da yok olmayan, kiiresel simetrik taban durumu dalga fonksiyonuna
gidecegini not edin. Dolayisiyla, elektronun (veya miiyonun) ¢ekirdek i¢inde bulunma olasiligi
sifirdan farklidir!

Dejenere Pertiirbasyon Teorisi

Simdi, pertiirbe edilmemis 6zdegerin dejenere oldugu, yani E,QO) pertiirbe edilmemis 6zdegeri
(0)

icin d tane dogrusal bagimsiz 6zvektériin |Ey),”’, i = 1,2,...,d oldugu hali diigliniiyoruz. Bu
ozvektorler D “dejenere altuzaymi” tarar ki bu durum vektorlerinin komple Hilbert uzayimin
icinde oturan sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Dejenerelik (bu halde, pertiirbe edilmemis)
Hamilton iglemcisinin simetrisi ile iligkilidir. Biitiin Hamilton iglemcisi (pertiirbasyon eklenmig
olarak) tipik olarak, pertiirbe edilmemis Hamilton iglemcisiin tiim simetrilerine sahip olmay-
acaktir. Boylece, pertiirbe edilmemis 6zdegerlerle yaklagik olarak bulunan gercek 6zdegerlerin
hepsi genellikle dejenere degildir. Bagka bir deyisle, matematiksel olarak A, 0’dan 1’e degistirilerek
pertiirbasyon “acildiginda”, pertiirbe edilmemis ayni 6zdegere sahip olan pertiirbe edilmemis
Ozvektorlerin bazilari farkh 6zdegerli 6zvektorler haline doniigiirler, dolayisyla dejenerelik pertiirbasyon

sayesinde kaldirilabilir. Pertiirbasyon “acildiginda” enerji diizeyleri “ayrigir”, denilir.

Ornegin, merkezcil bir potansiyelde hareket eden bir parcacik olarak modellenen bir atom



diigiintin. Bunun uyarilmig durumlari, (pertiirbe edilmemis) Hamilton iglemcisi Hy dénmeler
altinda degismez oldugundan dolay1 dejeneredir. Ozellikle, Ho, Lile siradegismeli oldugundan,
yalmizca m degerleri birbirinden farkli olan tiim urumlar ayni enerjiye sahiptir. Ayrintili olarak,
eger |n,l,m), Hy'm bir 6zvektorii ise Ly|n,l,m) de dyledir. Bu nedenle, boyle tiim durumlar
ayn1 enerjiye sahip olacaktir. Bu atomun, diizgiin bir elektrik alana konuldugunu (Stark etkisi)
varsayin, boylece pertiirbasyon

V=eE X

olur. Bu potansiyel dénme simetrisini (sadece E’nin etrafina) kirdigindan dolay1 dejenerelik
kalkar. Yukarida ana hatlar: ile belirtilen sekilde kurulan durumlar farkli enerjilere sahip ola-

caktir.

Fakat, simdi bu olaymn pertiirbatif tarafinda bir incelik var. Pertiirbe edilmemis sistemde,
dejenere altuzaydaki herhangi bir baz, pertiirbe edilmemis durumlar1 tamimlamak igin kul-
lanilabilir. Fakat, pertiirbe edilmig teoride artik dejenere olmayan enerji 6zvektorleri, 6zvektorler
elde etmek icin iistiiste bindirilemez. Bu aslinda, pertiirbasyon teorisinin, pertiirbe edilmemis
ozvektorler arasindan bir bazi tercih ederek secmesi gerektigi, anlamina gelir, yani A — 0’a
giderken dogru ozvektorlere ¢okenleri. Bundan sonraki kisimda bunun gergeklestigini gorecegiz.
Pertiirbasyon teorisinde simdiki problem, pertiirbe edilmemis durumlarla baslanmasidir. Ancak
hangi durumlar: segecegiz? Goreceginiz gibi, dejenere pertiirbasyon teorisinin sonuglari bunun

iistesinden geliyor.



