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Metindeki ilgili bolimler §5.6, 3.7

iki spin 1/2 sistem : go6zlenebilirler

Iki spin 1 /2 pargacik igeren bir sisteme ait durumlarm 4-d Hilbert uzayin insa ettik. Uzayn,
herbir pargacigin z yoniindeki spinini kesin olarak bilmeye kargilik gelen “garpim durumlar1” ndan
kurduk. Oysa ki, genel durumlar, bunlarin carpimlari olmasindan ziyade fistiiste gelisleri oluy-
ordu. Gozlemlenebilirler bu uzayda Hermitesel olan iglemcilerle nasil temsil edilecek? Baglangic
olarak, herbir parcacik icin spin gozlenebilirlerini diisiinelim. Bunlar S; = (gl, gg) olarak ad-

landirin. Bunlar1 ¢arpim durumlar: tizerinde

Silley @18)) = (Slo) @ 15)

ve
S(ja) ®[8)) = (|o) @ S|8)
yoluyla tanimlariz. Burada, S islemcileri, (iki boyutlu Hilbert uzayinda etkiyen) biraz ayrintih

isledigimiz bilindik spin 1/2 iglemcileridir

Eger |a) bir eksen yoniindeki spinin bir 6zvektorii ise |a) ® |8)’da herhangi bir |3) i¢in
Oyledir. Bu, birinci parcacigin segilen eksen yoniindeki spin bilegenini kesinlikle biliyorsak §1’in
bu bileseninin bir 6zvektoriinii, olmas1 gerektigi gibi, elde edecegimiz anlamina gelir. Aym
aciklamalar 2. parcgaciga da uyarlanabilir. S ve Sy’nin genel vektorler tizerindeki etkisi, yukarida
g6z online aldigimiz gibi, bu vektorleri carpim bazinda agmak ve bu agilimda iglemcisi terim terim
her bir vektor iizerinde degerlendirmek icin dogrusalligi kullanmak suretiyle tanimlanir. Bazen,

yukaridaki tanimi 6zetlemek icin
§1:§®I, §2=I®§

yazilir. Bu Si ve S, spin islemcileri siradegismelidir (aligtirma) ve bunlarin 1-parcacik karsiliklar
ile aym ozdegerlere sahiptirler (aligtirma). Bu yolla, simdi altsistem olarak goriilen herbir

parcacigin olagan ozelliklerini tekrar kazaniriz.

Toplam acgisal momentum

Iki parcacikl sistemin biitiinii icin tammlanabilecek baska gozlenebilirler de vardir. Toplam
acisal momentum S diigliniin, ki,
§ = §1 + 5_"2
ile tanimlanir. Bu iglemcinin Hermitesel oldugunu ve

[Sk’a Sl] = 1hekimSm



sagladigini kolayca kontrol edebilirsiniz, boylelikle agisal momentumu temsil eder. Gercekten de,
iki parcacikli bu sistemin biitiinii i¢in doniigler iiretir. Bireysel Sy ve S, spin iglemcileri yalnizca

kendi ilgili olduklar: altsistemlerde dontigler iiretirler.

Genel acisal momentum teorimizi kullanarak, S? ve herhangi bir bileseninin, mesela S, ortak

ozvektorlerinin bir bazini bulabilecegimizi biliyoruz. Bunlari |s, ms) olarak yazalim, burada
S?|s,ms) = s(s + 1)h2|s, my), S.|s,ms) = mhls, ms).

Simdi

|+, £) = [S.,£) ®|S., £)
tanmimlayalim. Bu carpim baz fiziksel olarak herbir parcacigin z spin bilegeninin kesinlikle
bilindigi durumlara karsilik gelir. Agagida, toplam agisal momentum 6zdegerlerini bulacagiz

ve Ozvektorleri, |+, +) carpim bazinda ifade edecegiz.

Baglangic olarak, S, 'nin 6zvektorlerinin aslinda carpim vektorlerinin bazi oldugu ¢ok agiktir,

giinkil (my = £%, mg = £3 ile)
S.|m1, ma) = (S12 + S22)|m1, me) = (my + ma)h|lmy, ma).

m = —1,0,1 ile m = 0"1n ¢ift kathh dejenere oldugunu goériiyoruz (aligtirma). Agisal momentum
iizerine olan genel sonuclarimizdan, toplam spin kuantum sayisi icin sadece s = 0,1 degerlerinin
olast oldugu aciktir. Buradan, m = 4 6zvektérlerinin S%'nin s = 1 degerli 6zvektorleri oldugunu
cikarabiliriz, fakat S?’nin 6zvektorlerini elde etmek icin m = 0 carpim 6zvektorlerinin dogrusal
kombinasyonlarina ihtiyac duyabiliriz. |++) ve |——) 6zvektorlerinin neden aym zamanda S*'nin
de ozvektorleri olmasi gerektigini gormek icin su sekilde mantik yiiriitiiliir. Genel teorimiz bize,
S? ve S.'nin eszamanh 6zvektorlerinin varligimi garanti eder. (Normalizasyon farkina kadar)
m = £1 degerli yegane vektorlerin, |+ +) ve | — —) vektorlerinin oldugu kolayca goriilmektedir,
¢iinkii herhangi bagka vektorler carpim bazinda agilabilir ve bu da herhangi bagka dogrusal
kombinasyonu derhal elemis olur (alistirma). Bundan dolay1, bu iki vektér S?'nin 6zvektorleri
olmalidir. Bunlar m = +1’e sahip oldugundan ve s = 0,1 oldugunu bildigimiz i¢in | + +) ve

| — —) vektorlerinin S%’nin s = 1 6zdegerli 6zvektorleri oldugu ortaya cikar.

S?'nin 6zvektorlerini iiriin veren m = 0’ | + =) ve | — +) carpim vektdrlerinin dogrusal

kombinasyonlarini belirlemek igin agisal momentum merdiven iglemcilerini kullaniriz :
S+ =85, iS5, = S1+ + S+
Eger S_’yi
ls=1,m=1)=|++4),

ozvektoriine uygularsak

1

ls=1,m=0)=S_|s=1,m=1)=S_|++)=(S1-+ S )|++)=—=(—+)+|+-)),

S

2



elde ederiz (aligtirma). Geriye kalan |0, 0) 6zketi bu vektore oldugu kadar diger | + +) ve | — —)
ozketlerine de ortogonal olmalidir, buradan onun formiilii ¢ikarihir (ahigtirma). Hepsi birarada,
|s,m) toplam agisal momentum 6zvektorlerini tekil agisal momentum (garpim) 6zketlerine bagh

olarak buluruz :

|1,1):\++>
1,0) = 7(!+ - +l-+
L,-1)=[--)
1
1,0) = 7(I+ ===+

Bu vektorler Hilbert uzayi icin bir ortonormal baz olusturur, béylece bunlarin hepsi S? ve S, ’nin
dogrusal bagimsiz 6zvektorleridir. s = 1 olan 6zdurumlar i¢li durumlar ve s = 0 olan 6zdurum
tekli durum olarak adlandirilir. Yarim tamsayili acisal momentumu olan iki sistemi birlestirerek

yalnizca tamsayilara izin veren bir sisteme ulastigimizi not edin.

|s,ms) 6zvektorlerinin daha uzun — fakat daha dolambagsiz — tiiretimi, basitce S? icin |+ )
carpim vektorleri bazinda 4 x 4 matris yazip bunun 6zdeger problemini ¢6zerek meydana gelir.

Bu iyi bir aligtirmadir. Matris elemanlarini elde etmek igin
S?=82+7nS,+S,S_

formiiliinii kullanirsiniz. Bu islemcilerin o vektorler iizerinde basit bir etkisi oldugu i¢in ¢carpim

durumlar: arasinda bu ifadenin matris elemanlar1 dogrudan ¢ikarilabilir.

Kesin toplam agisal momentum, |s,ms) durumlarinmin hepsinin kesin tekil agisal momentum
durumlari, yani | £ £), ile ayni olmadigim farkedin. Bunun sebebi toplam agisal momentumun

bireysel acisal momentum ile uyusumlu olmamasidir. Ornegin,
(82, 513 = [ST + 55 + 2(S1292: + S1ySay + S12522), S1i] # 0

Bir cift siradegigmeli gozlenebilirler kiimesi (SZ, S2, S1,, Sa.) ve (S, 53, S2,8.) ile verilir. Birinci
kiimenin 6zvektorleri herbir tek pargacik agisal momentumunun kesinlikle bilindigi durumlar:
temsil eden |my,mo) = | + £) carpim bazlardir. Ikinci kiimenin 6zvektérleri toplam acisal

momentumun kesinlikle bilindigi durumlar1 temsil eden |s,ms) durumlar ile verilir.

(")zde§ parcaciklar iizerine bir not

Kuantum mekaniginde 6zdes parcaciklarin iistesinden gelen bir bagka postiilanin oldugunu

not edelim. Bunlar dogasi itibariyle benzer (ayni kiitle, spin, elektrik yiikii, vb.) olan pargaciklardir.



Bundan dolay1, tabii ki farkli durunlarda olabilmelerine ragmen biitiin elektronlar 6zdestir. Bu,
elektronlar tam olarak ayirdedilemez demek degildir, ¢linkii diinyadaki bir elektronu giinesteki
bir elektrondan agik bir bigimde ayirt edebiliriz. Bunlar faklh (konumsal) durumlarda bulunan
iki elektrondur. Fakat biz bu parcaciklar: degis-tokus edilebilir olarak goériiyoruz, oyle ki, eger
siz bakmazken biri glinegteki elektonu alip diinyadaki elektronla (ilgili durumlara sokarak) yer
degistirseydi, bunu séyleyemeyecektiniz. C)zde§ parcaciklarin bu kendine 6zgii ayirdedilemezligi
¢ok parcacikli sistemlerin durumlarinin parcacik degis-tokusu altinda bu simetriyi yansitmasi
icin olanak saglar. Bu simetri, parcaciklar: degis-tokus eden kesikli, tiniter bir doniisiim olarak
modellenir. (U(; agagl bes yukar: relativistik kuantum alan teorisinden tiretilebilecek) kuantum
mekaniginin bu postiilas1 goyledir : tamsay1 spinli (“bozonlar”) pargaciklar bu iiniter déniigiim
altinda degismez (degis-tokus altinda “cift”) olmalidir ve eger pargaciklar buguklu say1 spine

sahipse (“fermiyonlar”), bunlar igaret degistirmelidir (degis-tokus altinda “tek”).

Iki spin 1 /2 sisteminin toplam spin durumlarinin gergekten pargacik yer degistirmesi altinda
¢ift ve tek oldugunu gorebilirsiniz. Eger iki parcacik 6zdes ise ve basgka bir serbestlik dere-
cesi mevcut degilse, sadece anti-simetrik tekli durumun kullanilmas: gerekir. Tabii ki, gergek
parcaciklar 6telemsel serbestlik derecelerine sahiptir ve durum bunu yansitacaktir. Konum dalga
fonksiyonlarini kullanarak bu serbestlik derecelerini nitelemek i¢in simetrik ve anti-simetrik kom-
binasyonlar: tekrar géz 6niine alinabilir. Yalnizca, toplam durum vektorii uygun simetriye sahip
olmaldir. Ornegin, Helyum atomundaki iki elektronun taban durumunu disiniin. Konum
uzay1 taban durumu dalga fonksiyonu parcacik yer degistirmesi altinda simetriktir. Bu nedenle,
temel durum bir tekli olmalidir. Uyarilmig durumlar, eger durum vektoriiniin “konum kismi”
parcacik yer degistirmesi altinda anti-simetrik ise ancak o zaman simetrik spin durumlar: ile

tasvir edilebilir.



