Ders 24

Metindeki ilgili bolimler §3.5, 3.6

Acisal momentum 6zdegerleri ve 6zvektorleri (devam)

Bundan sonra, J2'nin 6zdegerlerinin negatif olmadig1 ve J, nin 6zdegerlerinin biiyiikliigii ile

sinirl oldugunu gosteriyoruz. Bunu gérmenin bir yolu
2 2 1 Lo T
J=J; = §(J+J_ +J_J;) = §(J_J_ +JJy)
bagimtisim gahgmaktan gecer. Simdi, herhangi bir A islemcisi ve |¢) vektorii i¢in
(| ATA[) > 0

elde ederiz (ahgtirma), bundan dolay1 herhangi bir |¢)) vektorii igin (agisal momentum iglemcilerinin

karelerinin tanmim kiimesinde) (aligtirma)
(1J° = JZv) = 0.

la, b) 6zvektorlerinin “genellegtirilmis” tipte olmadigini, yani boylandirilabilir oldugunu kabul

ederek,
0 < {(a,b|J? — J?|a,b) = a — b,

elde ederiz ve boylelikle,

a>0, —Va<b<

Merdiven islemcileri 6zvektoriin b degerini, a’y1 degistirmeden, yiikseltir/alcaltir. Bun-
dan dolayi, b i¢in bir maksimum ve minimum deger olmazsa, 6yle ki J; ve J_’nin belirtilen
sirada uygulanmas: sifir vektorii verecek, bu islemcilerin tekrarli uygulanmalar: ile yukaridaki
esitsizligi ihlal edebiliriz. Ustelik, eger bnin minimum (maksimum) degerli bir 6zvektoriinden
baglarsak, Jy(J_)’yi ard1 ardina uygulayarak maksimum (minimum) degere ulagmamiz gerekir.
Ders kitabinizda gosterildigi gibi, bu zorunluluklar agsagidaki sonuclara yol acar. a czdegerleri
ancak

a=j(j+1)n

seklinde olabilir, burada j > 0 sadece negatif olmayan bir tamsay1 veya bucuklu say1 olabilir :
j=0,1/2,1,3/2,...
Verilen bir j degeri ile bir 6zvektor igin, b 6zdegerleri

b=mh



ile verilir burada

m:_ja_.7+177j_17]

Eger j bir tamsay1 ise m’nin de Oyle olduguna, eger j bucguklu say1 ise m’'nin de &yle
olduguna dikkat edin. Ayrica, segilen bir j degeri i¢in 2541 tane olasi m degerinin oldugunu not
edin. Genel temsil egilimi, agisal momentum 6zvektorlerini, j ve m’nin yukaridaki kisitlamalara

uydugu |7, m) ile belirtmektir

Az onceki gikarimlar acisal momentumun kendine eglenikligi ve siradegisimi bagintilarinin
spektrumlar: hakkinda nekadar ¢ok bilgi verdigini gosteriyor. Bunlarin zorunlu kosullar oldugunu
not ediyoruz. Ornegin acisal momentumun biiyiikliigiiniin bir tamsay1 veya bucuklu say ile be-
lirlenmesi gerekir ama bu olanaklarin hepsinin gerceklesecegi anlamina gelmez. Gorecegimiz
gibi, orbital agisal momentum igin sadece tamsay1 olasiligindan yararlanihir. Spin 1/2 sistemi

icin yalmizca j = 1/2 degerinden faydalanilir. Simdi, bunu biraz daha detaylica tartigsacagiz.

Genel olarak spin sistemleri

Spin 1/2 gozlenebilirlerinin, agisal momentum iglemcileri olarak, az énce tiirettigimiz genel
sonuglara uyan ozvektorlere/6zdegerlere sahip olmasi gerektigini not edelim. Gergekten de,
j = 1/2 ile spin iglemcilerinin spektrumuna ait standart sonuglar1 yeniden iirettigimizi kolayca
gorebilirsiniz. Ornegin,

J? e S = 2}121

elde ederiz ki, bu

1,1 3
~(z+1)h? = Zh?
2 ( 2 +1) 4
ozdegerlerine sahiptir. j = 1/2 verildiginde
11
A

elde ederiz ki, J, <> S, igin 6zdegerler olmas1 gerektigi gibi +A’dir.

“Spin 1/2”deki “1/2”, bu fiziksel sistemin ilgili biitiin durumlari i¢in j = 1/2 olmas1 gerceginden
gelir. Bunu j'nin bagka degerlerine de genelleyebiliriz. Eger hepsi de S? icin ayn1 6zdegere, yani
timi j = s igin aym degere, sahip olan durumlarin Hilbert uzayinda etkiyen agisal momentum
islemcileri alirsa, spini s olan bir parcaciktan veya sistemden bahsederiz. Spin-s’den bagka hicbir
serbestlik derecesi olmayan bir sistem i¢in durumlarin Hilbert uzay1 2s+1 boyutludur (aligtirma)

ve spinin biiyilikliigiiniin karesini temsil eden iglemci
5% = s(s+ 1)hI

ile verilir (ahgtirma).



Orbital agisal momentum

Maddenin “parcacik” tasvirini kullandigimiz zaman acisal momentumun dogada iki tipte or-
taya ciktigr goriiliir. Ik olarak, temel bir parcacik tarafindan tagman icsel “spin” acisal momen-
tum vardir. Bir pargacigin spini her zaman igin sabittir (spin durumu olmasa bile) ve pargacigi
pargacik yapan esas niteligin bir pargasidir. Ikinci olarak, parcacigin uzaydaki hareketinden
ortaya cikan “orbital” acisal momentum vardir. Kuantum alan teorisi tarafindan ortaya konan
maddenin ve onun etkilegimlerinin biiyiik ihtimalle daha temel tasviri kullanildiginda, bu her iki

tip acisal momentum bir dereceye kadar birlegiktir.
Bir parcacigin orbital acisal momentumu
L=XxP

iglemcisi ile temsil edilir, burada X sabit bir orijine gére konum iglemcisidir. Vektor garpim
sadece siradegismeli iglemcileri ise dahil ettigi icin X ve P iglemcilerinin siralamasinin anlaminin

acik oldugunu not edelim. Ornegin,
L,=XP,-YP,
L icin yukaridaki formiil klasik mekanikten tanidik olmasinin yaninda agisal momentum
siradegisimi bagmtilar kullanilarak dogrulanabilir. Ornegin, dosdogru bir hesapla
Ly, Ly| = [YP,,ZP,, ZP, — XP,] = ih(XP, — Y P,) =ihL,

oldugunu kontrol edebilirsiniz. Diger acisal momentum siradegisimi bagintilar1 benzer sekilde

takip eder.

Orbital acgisal momentum ve doniisler

Orbital agisal momentumun bu bi¢iminin dogrulugunu daha fazla ortaya koymak i¢in, onun
roliinii sonsuz kiigiik doniiglerin tireteci olarak calisabiliriz. z ekseni etrafinda sonsuz kiiciik bir

doniis goz oniine alim. Oyle oldugu varsayilan iireteg
L,=XP,~YP,.
L,’nin durumlar tizerindeki etkisini, konum baz: tizerindeki etkisini hesaplayarak ¢aligabiliriz,
7) =lz,y,2),  RJT) =1|7)
Bir € acisiyla sonsuz kiigiik bir doniis

D(e)=1— %ELZ +O(e?)

3



ile verilir, boylece €’da birinci dereceye kadar,

i
D(e)lz,y,2) = I = pe(xPy —yPo)llz,y, z) + O(?)

=|z —ey,y +ex, 2) + O(e?).
Burada, momentumun 6telemeler tirettigi gercegini kullandik. Simdi su geometrik gercegi hatirlayin
: bir n ekseni etrafinda e acisiyla sonsuz kiigiik bir doniis altinda konum vektorii (ashinda, her-
hangi bir vektor)

T T+enx i+ O(?)
bigiminde doniisiir. 7’yi z ekseni yontinde secerek bu formiilii konum 6zvektoriiniin L, tarafindan

tretilen sonsuz kiiciik bir dontisiimii altinda degisimi ile karsilagtirabiliriz. Konum 6zvektoriiniin

6zdegerinin olmasi gerektigi gibi dondiigiinii (en azindan sonsuz kiiglik olarak) goriiriiz.

z ekseni etrafinda sonlu (yani sonsuz kiigiik olmayan) bir doniig altinda

e—%eLZ\x,y, z) = |xcosf — ysinh,ycosf + xsinb, z)
= |R(k,0) - 7)

oldugunu gormek zor degildir. Bunu, 6rnegin, sonsuz kiigiik doniigtimleri tekrarlayarak ispat

edebilirsiniz. z ekseni rastgele secildiginden, biz aslinda

e 7|7 = R(n,0) - &)

'GTAL-EXef%QﬁE R(n 0) X
bagintisina igaret eder ki, konum baz iizerinde hesaplayarak kontrol edilebilir. Bundan dolayn,
X(e=H 7)) = R0, 0) - #(e 0| 7))

elde ederiz (ahsgtirma), dyle ki, bu doniig islemcisi Hilbert uzaymda konumun 6zvektorlerini

dondiiriilmiis konumun 6zvektorlerine gotiiriir :

e~ #%L|Z) = |R(,6) - 7)
Bu sonugtan dolay1 diizgiin bigimde dénen konum dalga fonksiyonlar1 elde ederiz (ahigtirma) :
) = ¥(R™(7,0) - T)

Buna 06zdes bir sonu¢ kiimesi momentum iglemcileri, onlarin 6zvektorleri ve momentum dalga

—

e M Ep(T) = (e R

alt

fonksiyonlar: i¢in elde edilebilir. Momentum wektori dontisler altinda konum vektorii ile aym

sekilde davranacag icin bu, tatmin edici bir sonuc kiimesidir. Ozellikle

D(n, m—ﬂ' L1p) = |R(, 0)p)
en0nL Be=i0L — R(j, 0)P

elde ederiz.



