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Metindeki ilgili bolimler §3.1, 3.2

Ug boyutta donme hareketleri

Agisal momentumu, gimdi, uzayda dénme hareketlerinin tireteci seklindeki geometrik yo-
rumunu kullanarak irdelemeye bagliyoruz. Baglarken tartigmamizin bir miktar kafa karigtirica
olabilecegini vurgulamaliyim. Clinki, vektorleri ve dogrusal igslemcileri 2 farkli uzayda caligiyor
olacagiz : (i) bizim yasadigimiz 3-d (Oklit) uzay1, ve (ii) kuantum durum vektorlerinin Hilbert
uzayl. 3-d donme hareketleri, tabii ki, kuantum durumlarinin uzay1 iizerinde karsilik gelen
dontisiimlere baglanacaktir, fakat gesitli bliytikliiklerin hangi uzayla ilintili oldugunu karigtirmak

¢ok da zor degildir. Dolayisiyla, dikkatli olun.

Uc boyutta dénme hareketlerini ilgilendiren dazi elementer sonuclar 6zetleyerek bashyoruz.
Tartismanin bu kismi kuantum mekaniksel degerlendirmelerden tamamen bagimsizdir. Size
ayrica belirtilmedikce, yaptigimiz hersey sadece yagsadigimiz 3-d uzaydaki gozlenebilirlerin donme

hareketlerine ait ozelliklere ait olacaktr.

Bir fiziksel sisteme ait bir V vektor gozlenebiliri bir dondiirmeye (6zel) bir ortogonal dontigiime
uyarak tepki verir :
V — RV
Burada, R, 3-d vektorlerin dogrusal bir doniigtimiidiir, 6yle ki,

(RV)- (RW)=V-W.

Agikca, birbirlerine gore aralarindaki agilar oldugu kadar vektorlerin biiyiiklitkleri de bu doniigim

altinda degismezdir.

Eger bir kartezyen bazda 17, W vektérlerini V', W siitun vektorleri olarak temsil ederseniz,
skaler carpim
V-w=viw=wly
olur. Bundan sonra, R’yi V’nin (Kartezyen) bilegenleri iizerine etkiyen 3 x 3 bir matris olarak

ve

R =R

saglayacak (aligtirma) yani,
R'R=1=RR"

olacak gekilde temsil edebilirsiniz. Burada T iistindisi “transpoz” anlaminda ve I 3 x 3 0zdesglik

matrisidir. Boyle matrisler ortogonal olarak adlandirilir (neden oldugunu biliyor musunuz?).



Basit bir ornek olarak, z ekseni etrafinda 6 acisiyla bir doniis

cosf) —sinf 0
R.(0)=|sinf cosf O
0 0 1

ile temsil edilir.

Genellikle, donme hareketleri, bir orijine gore tanimhidir, ki bu tiim déonme hareketleri i¢in
sabittir. Daha sonra, doniis, orijinden gecen bir donme ekseni ve bu eksen etrafinda bir donme
acisi ile tanimlanir. Bu eksen bir 7 birim vektorii ile belirtilebilir. Orijinden gegen n yoniinde
bir eksen ve 6 agisiyla tanimli ortogonal doéntigiim igin R(n, 0) yazacagiz. Doniig yonii (saatin
tersi ya da saat yonii) sag el kurali ile belirlenir. Herhangi bir tek doniig igin herzaman z
eksenini 7 yoniinde secebiliriz ve bOylece donilis matrisi yukaridaki formu alir. Kuskusuz ki,
farkli eksenler etrafinda farkli donme hareketleri diisiintildiiginde, bunlarin hepsi bu basit forma
sokulamaz. Bir doniigii belirtmek igin 3 say1 (7 igin iki, 0 igin bir) gerektigini gorebilirsiniz.
Bir nokta etrafindaki biitiin dénme hareketlerinin kiimesi {i¢ boyutlu bir grup olugturur (3
parametresi oldugu i¢in). Bu, 6zellikle, her doniisiin tersinin oldugu ve iki doniigiin ¢arpimimin
ticlincti bir doniige esit oldugu anlamina gelir. Bu grup dénme grubu olarak adlandirilir ve
SO(3) ile gosterilir. “3”, “ii¢ boyutta doniis” manasindadir. “O” “ortogonal” demektir. Ve
“S” “6zel” anlamina gelir. Bu tglinci sifat biitiin ortogonal dontisiimler doniig olmadigr igin
ortaya gikar, ayrica bunlar kesikli doniigiimleri de igerir : yansimalar ve tersinmeler. Biitiin
ortogonal matrislerin determinant1 +1’dir. Bunu gormek i¢gin, det(AB) = det(A)det(B) ve
det(AT) = det(A) oldugunu hatirlayin. Béylece,

00T =T = [det(0)]* = 1.

Donme hareketleri, determinanti bir olan matrislerle tasvir edilir, oysa ki kesikli dontigiimlerin

(6yleymig gibi goriinseler bile donme hareketi degildirler) determinantlar1 negatiftir. Ornegin,
Vv

dontisiimii 3 x 3 ortogonal O = —I matrisi ile verilir ki, determinant1 —1’dir. Doniig grubu,
ardigik donme hareketleri ancak ve ancak aym eksen etrafinda ise siradegismeli oldugu icin
Abeliyen degildir, ki bu, “siradegismeli olmayan“ manasindadir. Ardigik dénmelerin birlegip
ligiincii bir donme hareketi yapma yollar1 biraz girifttir. Bununla beraber, bu karmagik davranig

sonsuz kiiciik donmeleri caligarak yararli bir bicimde analiz edilebilir.

Sonsuz kiicitk donme hareketleri

Amacimiz, agisal momentumu kuantum durumlarin uzayinda donme hareketlerinin sonsuz

kiiciik {ireteci olarak gormektir. Oyleyse, donme hareketlerini sonsuz kiigiik bir bakig acisiyla



anlamamiz gerekir. Dontisler siirekli olarak donme agisina bagli oldugu icin “sonsuz kiiciik” olan
yani neredeyse 0zdeglik olan dénme hareketlerini gz ontine alabiliriz. Bir 7 ekseni etrafinda

€ << 1 agisiyla 3-d uzayda bir sonsuz kiigiik dénme
R(n,e) = I+ G

seklinde yazilabilir. Burada, dogrusal doniigim G donme hareketlerinin iireteci 3 x 3 bir matristir
ve €2 mertebeli terimleri ihmal ediyoruz. (Su an, 3-d uzayda donme hareketlerini diigiindiigiimiizii
vurgularim. Heniiz, durum vektorleri iizerinde dénme hareketlerinin temsiline gegmedik.) Eger

R(n, €) ortogonal olacaksa G anti-simetrik bir matris olmaldir (aligtirma) :
G'=-G

Ornegin, n, z yoniindeyse

yazariz, burada

—

G = (Gla G27G3) = (GCEa GyaGZ)

anti-simetrik matrislerin 3-boyutlu vektor uzayinda bir bazdir. G, yukarida gosteriliyor; doniig
matrislerini belirtilen eksenlerde dénme acisinda birinci mertebeye kadar agarak G, ve G,'in

formlarim kolayca hesaplayabilirsiniz (aligtirma) :

00 O 0 01
G,=[(0 0 -1/, 0 00
01 0 -1 0 0

Dolambagsiz bir hesap (alistirma)
[Gi, Gj] = €k G

verir. Bunlar sonsuz kiiciik donme hareketlerinin siradegisimi bagintilaridir. Bunlar, net bir
donilg etmek i¢in ardigtk dénme hareketlerinin birlesme yollarmin (sonsuz kiigiik bile olsa)
tam bir izahatini verir. Esasinda, iiretegler ve bunlarin koniitasyon bagintilari dénme grubunu
tanimlar. Gergekten de, aynen Gtelemelerde oldugu gibi, sonsuz sayidaki sonsuz kiiciik donme
hareketleriyle

R(#,6) = lim (I+ %n LGN = fC

ifadesiyle 7 ekseni yoniinde sonlu doniig kurabiliriz. Siradegisim bagintilari farkli iglemciler

arasindaki iligkileri kodlar.



3-d uzaydaki donme hareketlerinin iireteclerine ait bu siradegigim bagintilarinin spin iglemcilerinin
bilegenleri i¢in kargilagtiklariniza ne kadar ¢ok benzedigini dikkate alin. Siiphesiz ki, bu vektor
gozlenebilirler 2-d Hilbert uzayinda iglemcileri olugturur. Fakat, siradegigimi bagintilarindaki bu

benzerligin kazara olmadigini gorecegiz.



