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Metindeki ilgili bolimler §2.1

Hamilton islemcisi ve Schrédinger denklemi

Simdi, t’den t + €’a zaman geligimini diigiiniin.

Ult+et) =T+ (-2}1@)) +0(2)

elde ederiz. Her zamanki gibi, U’'nun tiniterligi H(¢)'nin Hermitesel olduguna isaret eder, yani

bir gozlenebiliri — Hamilton islemcisini — temsil eder.

Bununla birlikte, uzaysal momentum ve Hamilton iglemcisi arasinda énemli bir fark vardir.
Uzaysal momentum ilk ve son kez kendi geometrik dogasi ile tanimlanir (Schrodinger resminde).
Hamilton iglemcisi, sistemin, icerisindeki ve ¢evresiyle olan etkilesimlerinin detaylarina bagldir.
Buna gore, birgok kullanigh Hamilton iglemcisi olabilir, mesela 3-d’de hareket eden bir parcacik

i¢in, ancak herzaman aym momentum iglemcisini kullaniriz (Schrédinger resminde).

Hamilton iglemcisini farkl bir yoldan ¢ikaralim. Elimizde
Ut +etyg) =U(t+ € t)U(t, o)

var. Yukarida U(t + e, 1) icin elde ettigimiz sonucumuzu bu ifadede yerine koyunca her iki tarafi

€’a boliip ve € — 0 limitini alarak, U’nun tiirevini tanimlamig olursunuz.

_dU(t,to)
ih—— 2 = H(t)U(t.to)

elde ederiz (ahigtirma).

Haydi, bunun mantiginin arkasindan dolagalim. Bir kendine eglenik H (¢) Hamilton iglemcisini
verildiginde, yukaridaki diferansiyel denklemle U(t,ty)"1 tammlayabilecegimizi kabul edelim.*
Diferansiyel denklemi ¢ozerken kendine mahsus bir ¢6ziim elde etmek icin bir baglangic sarti

belirtilmelidir. Bize lazim olan basglangi¢ kogulu
Ulto,to) = 1.

Boylelikle, bir Hamilton iglemcisi verildiginde, sistemin zaman igindeki geligiminin belirlendigini
soyleyebiliriz. Dikkatimizi U’dan ziyade H {lizerine odaklarsak fiziksel sistemleri tarif etme
kabiliyetimizde ciddi bir avantaj saglariz. Gergekten de, bir sistemin dinamigini Hamilton

iglemcisini belirleyerek herzaman tanimlayabiliriz. Bir dinamik sistemin enerjisi i¢in bir formiil

*Hamilton iglemcisi zamana bagh olmadiginda bu kabul kesin olarak ispatlanabilir. Daha genel bir halde ek

hipotezler kullanmak zorunda kalinacaktir. Fakat biz bu teknik detaylar i¢in kaygilanmayacagiz.



vermenin, sistemin dinamik davranigini acikca gostermekten ¢ok daha kolay oldugunu not edin.

Dogrusu istenirse, zamanla geligim islemcisini nadiren acikca hesaplayabilecegiz. !

Zaman geligimi iglemcisi ve Hamilton iglemcisi arasinda simdi tiirettigimiz bagint1 Schrodinger
denklemninin soyut bir bi¢imidir. Bunu goérmek icin, bu iglemci bagintisinin her iki tarafini,
sistemin tg anindaki basglangic durumunu temsil eden, keyfi bir durum vektoriine uygulayin.
Buradan

AU, to)‘% to) = HOU (L, to) |0, to)

elde ederiz. Bu
ZﬁfldJ t)y = H(t)[, )

Schrodinger denkleminin soyut vektorler cinsinden geleneksel formudur. Herhalde, Hamilton
iglemcisinin bir pargacik i¢in kinetik+potansiyel halinde oldugu koordinat dalga fonksiyonu for-
muna daha aginasinizdir :
P2
H=_—+V(X).

2m

Daha sonra

2

N = - » S
HU(@) = (@l + V) = (574 V@) ) 0(@)
elde ederiz. Bunu gormek igin,

Lo 0

(#F|RY) = < 550(@),  (@(R)’) = e

P(7)

oldugunu ve
V) = [ v @

tanimini kullanarak

@V (X)) = V(&) ()

oldugunu dogrulamalisiniz. Ayrica,

<*|Z71 |¢7>—Zh V(1)

elde ederiz. Bundan dolayi, (bilegenleri konum bazinda aldiktan sonra) Schrodinger denklemi

(-ZW + V(f)) Y(Z,t) = ih w@: t)

olur.

"Bu, U yok demek degildir, elbette, ama daha ziyade sistemin dinamik evrilmesininin basit bir formiille tasvir

edilemeyecek kadar karmasik oldugu anlamina gelir.



Herhangi bir baglangic durum vektorii verildiginde Schrodinger denklemini, ¢ anindaki du-
rum vektoriinii bulmak igin ¢ozmek, zamanla geligsim islemcisini belirlemeye egittir. Hamilton
iglemcisinin zaman gelisiminin tireteci oldugu gercegini, Schrédinger denkleminin agik bir sekilde
yakaladigini goriiyorsunuz. Zaman evriminin aslinda ne oldugunu goérmek icin, Schrodinger den-
kleminin ¢oziimleri hakkinda bilgi elde etmek gerekir. Fakat, buradaki kilit gozlem, ¢oziimlerin
sonuc¢ta Hamilton iglemcisinin segimine bagh olarak belirlenecegidir. Bir fiziksel sistemin mod-

elini yapmak i¢in en 6nemli adim Hamilton iglemcisini belirlemektir.

Schrédinger denkleminin formal ¢éziimleri

Zaman gelisimi iglemcisi i¢in uzaysal 6teleme iglemcisinin iistel formunu andiran formiiller
vermek miimkiindiir. Burada diigiiniilecek 3 hal vardir. Ilk olarak, H’mmn zamana bagh ol-
madigimi kabul edin. O zaman, matematiksel olarak konugursak, uzaysal otelemelerle 6zdeg bir
zemindeyiz. Elimizde

Ult, to) = e nt—t0)H
var. Buiglemcinin, baglangic kogulunu iceren Schrédinger denkleminin iglemci formunu sagladigim

kolayca kontrol edebilirsiniz.
Ikincisi, H = H (t) oldugunu ama herhangi ¢, ' zamanlar1 i¢in elimizde
[H(t), H(t')] =0

oldugunu kabul edin. O zaman,

Ut to) = e o W HE)

oldugunu kontrol etmek zor olmasa gerek.

Bu formiiliin daha 6nceki sonucu 6zel bir hal olarak igerdigini not edin. Bu sonucu kontrol
etmek igin sadece, farkli H(t) iglemcileri birbirleri ile siradegismeli oldugundan bunlarla sanki

siradan fonksiyonlarmis gibi oynanabilecegini not edin.

Son olarak, H = H(t) oldugunu ama farkli zamanlardaki iglemcilerin siradegismeli ol-
madigini kabul edin. Bu hal biraz daha zor ve ¢ok daha sonra buna girisimde bulunacagiz.
Biitiinliik agisindan, sadece, sonugta elde edilecek iglemcinin “zaman siral {istel” cinsinden ver-

ildigini soyleyeyim,

U(t,to) = Te™ 7 Jeg @HE,

Formiil icin kitabiniza bakin. Bu son hali bir miiddet i¢in kullanmayacagiz, dolayisiyla

bunun tartigmasini erteliyoruz.



oH

S = 0 iken durum vektoru evrilmesi

Bundan sonra, %—Ij = 0 yaygin hali tizerinde odaklanalim. Bu halde U(t,t)1 nasil ku-
racagimizi gorditkk. Durum vektorlerinin zaman iginde (Schrédinger resminde) nasil evrilecegine
bir gbz atalim. Verilen bir H i¢in, enerji 6zvektorlerinin ortonormal bazim |E;) ile gosterelim.

Herhangi bir durum bu bazda acilabilir, 6zellikle baslangic durumu :

[,to) = D _(Ejlv, to)|E;).

J

t aninda durum

[0, 1) = e~ #EOH NN B 1) | Ej)

J

=S (B, to)e 0 ;)
J

ile verilir. Iyi bir alistirma olarak, bu formiiliin, |¢),to) baslangic durumuna ait Schrodinger
denklemi ¢6ziimii oldugunu dogrudan kontrol etmelisiniz. Dolayisiyla, zamanla geligimin etkisi,

enerji bazinda bilegenlerin bir doniistimii olarak goriilebilir :

<E] |11Z)7 t0> — <E] |’(Z}, t(])e_%(t_tO)Ej

Bu ¢ok 6nemli bir sonugtur. Baglangi¢c durum vektorii verildiginde (Schrodinger resminde) ¢

anindaki durum vektoriinii bulmak isterseniz agagidaki hesaplamalar: gerceklestirmeniz gerekir.

(1) Enerji 6zvektorlerini ve 6zdegerlerini bulun.
(2) Baslangi¢c durum vektoriini enerji bazinda agin.
(3) t anindaki durum vektoriintin enerji bazinda bilegenleri, orijinal bilegenlerin en(t=t0) faz

ile carpimina esittir.

Enerji 6zvektorlerinin neden bu kadar 6nemli oldugunu simdi gorebilirsiniz. Onlar1 bulmak

zaman evrilmesini anlamada anahtardir.

Duragan durumlar

Hamilton iglemcisinin zamana bagh olmadigimi kabul edin. Eger bir sistemin baglangi¢ du-

rum vektorii bir enerji 6zvektorii ise,

H|Ey) = Ey|Ey)



(boylece t = t( aninda enerji kesinlik derecesinde biliniyor) zaman ilerledik¢e bu durum vektori

Oonemsiz bir gsekilde degisir. Ik olarak, basitce zamanla gelisim iglemcisini uygulayin :
U(t, to)[h(to)) = e~ # T 0H| By = e~ (t-10)Bk| ),

Ayrica yukarida tarif edilen 3 adiml iglemi kullanarak bu sonucu kontrol edebilirsiniz (aligtirma).
Enerji 6zvektorleri sadece bir faz garpani kadar degisir, bu yiizden tim fiziksel tahminler (olasilik
dagilvmlary) zaman i¢inde degismeyecektir. Bundan dolayi, enerji 6zvektorleri sistemin “duragan”
davranig gosterdigi durumlardir. Dogal olarak boyle durumlara “duragan durumlar” denir.

Duragan durumda asla hicbirgey olmaz.

Cogu zaman, baglangic durumunu, bir (veya daha fazla siradegismeli) gozlenebilirin 6lgiimiine
dayanan bir filtreleme iglemi yoluyla hazirlariz. Eger bu gozlenebilirler Hamilton iglemcisi ile
siradegismeli ise hazirlanan /filtrelenen durumlar enerji 6zvektorleri, dolayisiyla duragan durum-

lar, olarak ayarlanabilir.

Burada, bir paradoksa dikkat cekmeliyim. Muhakkak, “kendiliginden yayim” olarak anilan
bir siirecten haberiniz vardir. Biliyorsunuz, bir atomik elektronu uyarilmig bir duruma koydugunuzda
higbirgey yapmasaniz bile o daha diigiik bir enerji durumuna bozunacaktir. Ve, kuantum
mekanigi ile ilgili daha 6nceki bir derste atomlarin enerji seviyelerini 6grendiginizi biliyorum.
Enerji diizeyleri, atoma ait Hamilton iglemcisinin 6zvektorleri, yani duragan durumlaridir. Simdi
paradoks goriindii : eger duragan durumda higbirzaman higbirgey olmuyorsa, atomun uyarilmig

durumu — bir duragan durum — nasil herhangi birgeye bozunuyor? Bu konuda diigiiniin!

Enerjinin korunumu

Durum vektoriiniin enerji 6zvektorlerinin bazi dogrultusundaki bilegenleri bu durumdaki
enerjinin olasilik dagilimini belirler. Zaman evrimi bu katsayilarin faz faktorleri ile garpilmasi
anlamina gelir. Bu, genellikle, vektorii agikar olmayan bir sekilde degistirir; bu da, gesitli
gbzlenebilirlerin olasilik dagilimlarinin zamanla degismesine sebep olur. Ancak, enerji icin
olasiliklar bilegenlerin mutlak degerleri yoluyla ortaya ¢iktigi icin enerjinin olasilik dagiliminin za-
man i¢inde degigmedigini kolayca gorebilirsiniz (hala Hamilton iglemcisinin zamandan bagimsiz

oldugunu kabul ederek). Kuantum mekaniginde enerji bu sekilde korunur.

Kuskusuz, klasik mekanikte genellikle enerji korunumunun (i) enerjiyi baslangigta 6lg, (2)
daha sonraki bir zamanda enerjiyi 6lg, (3) eger bu degerler aymi ise enerji korunur, ile nite-
lendirildigini diigtiniirtiz. Bunlar1 burada da yapabiliriz, fakat enerjiyi baslangicta Olgerseniz
sistemi bir enerji 6zvektorii olarak hazirlamig/filtrelemis olacaksimz. Ondan sonra, elbette,
olasilik yogunlugu ¢ok kolaydir! Gozdugiimiiz gibi, eger sistem bir kere enerji 6zvektorlerinden
birinde ise tiim zamanlar i¢in 6yle kalir. Boylece, enerjinin daha sonraki herhangi bir 6l¢imiinde

hep aymi sonucu alacaksiniz. Bu, enerji korunumunu klasik bakig acisiyla gérmeye kesinlikle



¢ok benziyor. Bununla birlikte, gormiig oldugumuz gibi, bir duragan durumda biitin olasilik
dagilhimlar1 zamandan bagimsizdir. Dinamik evrilmenin apagik olmadigi duragan olmayan du-
rumlarda, istatistiksel kesinlikle — basit olmayan bir olasilik dagilimina sahip — baglangictaki
enerjinin ne oldugu séylenemez. Birinin soyleyebilecegi sey, (enerjiyle uyusumlu gozlenebilirler
haricinde) diger olasiik dagilimlari, genellikle zamanla degisirken, enerji olasiik dagilimimin

degismeyecegidir. Kuantum mekaniginde enerji korunumu igte bu anlama gelir.



