Ders 11

Metindeki ilgili bolimler §1.7, 2.1

Carpim gozlenebilirler

Tensor garpim kurulusu ile bilegik bir sisteme ait Hilbert uzayini nasil insa edecegimizi
gordiik. Simdi artik gozlenebilirleri nasil kuracagimizi gorelim. A, 1. sistem igin bir gézlenebilir
olsun ve By de 2. sistem igin bir gozlenebilir olsun. Bilesik sisteme ait ilgili gozlenebilirleri

agagidaki gibi tamimlariz. Asagidaki dogrusal iglemcileri ¢arpim vektorleri tizerinde diiginiin :
A1 @ Ilo) ®|B) = (Ai]a)) ® |B), 1 ® Bala) @ |B) = |o) @ (B2]B)).

Durumu bir carpim bazinda acgarak ve iglemcilerin dogrusalligini talep ederek bu iglemcilerin
tanimlarini genel durumlara genisletiyoruz. Bu sekilde tanimlanan, bu iglemciler Hermitesel’dir.

Dahasi, bunlar siradegismelidir (giizel aligtirmal) :
[Al ®I,I®B2} =0,

ki bu, bilesik sistemin biinyesindeki altsistem go6zlenebilirlerinin hala istatistiksel bir kesin-
lik derecesinde belirlenebilecegi anlamina gelir. Ornegin, eger 2 parcaciga bakiyorsak, hem
1. pargacigin konumunun ve hem de 2. parcacigin momentumunun arzu edilen istatistiksel
dogrulukla tespit edilebilmesi miimkiindiir. Benzer sekilde, 1-d modelimizden 3-d’de hareket
eden bir parcaciga ait bir model kurmak ic¢in bu yapiy1 kullanirken tiim konum gézlenebilirlerinin
kendi aralarinda siradegismeli oldugu ve tiim momentum gozlenebilirlerinin de kendi aralarinda
siradegismeli oldugu sonucuna ulagiyoruz. Siiphesiz ki, altsistemlerde elde edilen bu siradegigim

bagintilar: bilesik sistemde ortaya cikiyor.

Alistirma
Eger [A1, B1| = C} ise o zaman
[Al ®I,B1®I] =C1 x I,

oldugunu ve 3-d’de bir pargacik icin elde edilen kanonik siradegisim bagintilarinin genellemesinin

boylelikle agiklandigini gosterin.

Bircok kaynakta, altsistem iglemcilerinin bilegik sisteme genisletilmesi gosterilirken ®1 veya
I® faktorlerinin basitge diigiirtilmesinin aligilagelmis oldugunu liitfen not alin. Aslinda, ® sem-

boliiniin tamamen diigiiriilmesi de yaygindir!

Ayrica, sistemin her gozlenebilirinin yukaridaki formda olmadigini dikkate alin. Herzaman

oldugu gibi, herhangi bir kendine eslenik islemci bir gozlenebiliri temsil edebilir. Boylece, her iki



altsistemin de tekbagina gozlenebiliri olmayan, bilegik sisteme bir biitiin olarak (6rnegin, toplam

enerji) igaret eden gozlenebilirler olacaktir.

2-d’de hareket eden bir parcacik ornegimize geri donecek olursak, iki parcacigin herbiri icin

konum iglemcilerimiz var : X @ [ ve I QY. Ornegin,
X @ lz,y) =X @1|z) @ y) = zlz) © |y)
elde ederiz. Bu iglemcilerin konum dalga fonksiyonlar: iizerine nasil etkidigini, gorelim :
Yip(z,y) = (z,ylY ) = y(z, ylv) = yo(z,y),

burada
Yiz,y) = ylz,y) = (z,y|Y = y(z,y|

kullandik. Benzer sekilde, momentumu tanimlayabiliriz. Ornegin, giizel bir alistirma olarak

Pr(e,y) = (] © {9l) P @ T1) = 5-0(z,)

oldugunu kontrol edebilirsiniz. (ipucu: P,, (x| tizerine sonsuz kii¢iik doniigiimler aracihigiyla
etki eder.)

Sadece sistemin biitiinii tizerinde tanimlanabilen bir gozlenebilire bir 6rnek olarak, 1-d’de

hareket eden iki parcacigin (denk gekilde, 2-d’de hareket eden bir pargacigin) toplam enerjisini

diigtiniin.
1
H = %(pg + P+ V(X,Y).
Bu, konum dalga fonksiyonlar: iizerine su sekilde etkir (aligtirma)
n? [ 9 0?
o) = 5 (g + gz ) Vo) + Vi nita)

Dinamik: Schrédinger resmi

Kuantum dinamigini formiile etmek icin simdi artik elimizde yeteri kadar arac var. Dinamik
son postiila tarafindan nitelendiriliyor : Zaman gelisimi strekli initer bir dondstimdir. Sturekli
iiniter bir doniigimiin bir ornegini, elbette, daha yeni galigtik : @ kadar bir miktar Gteleme.
Gergi, o uygulamada, a zaman ile 6zdeglestirilmiyor. Dinamik evrilme fikri sistemin o6lgiilebilir

yonlerinin zaman icinde degismesidir.* Kuantum mekaniginde secilen herhangi bir zamanda

*Bizim igin, zaman, dinamik olmayan, olaylar1 siralamanin énsel (pesinen dogru kabul edilen) bir yolu olarak,
her eylemsiz referans sisteminde gegerli olacak sekilde Newtonyen formunda modellenecek. Ozellikle, bu cergevede,
zaman, degeri kuantum sisteminin durumuna bagl olan bir gozlenebilir olarak degil, bunun yerine bir gesit 6zel
parametre olarak ele alinir. Siiphesiz ki, burada pekgok ilging mevzu var, fakat bunlar1 bu derste daha fazla
aragtiramayacagiz. Basit bir gekilde, uygun bir standartta zamansal bir referansin bagtan ve son defa segildigini
kabul ediyoruz.



sistemin karakterizasyonu, o zamanda tiim gozlenebilirlere ait olasilik dagilimlarinin bitinligi
olarak goriilebilir. Zaman gelisimi, bundan dolayi, olasilik dagilimlarinda zamanla bagkalagan bir
degisime kargilik geliyor olmalidir. Daha onceden not ettigimiz gibi, tiim olasilik dagilimlar: uy-
gun gozlenebilirlerin (6rnegin, karakteristik fonksiyonlar, v.b) beklenen degerleri alinarak hesa-
planabilir. Bu yiizden, zaman gelisimi beklenen degerlerin geligimi olarak tanimlanabilir. Oyu-

nun kurallari, bir A gozlenebiliri verildiginde beklenen degerin

(4) = (¥[A[Y),

yoluyla hesaplanmasi gerektigini sdyler, burada |¢) Hilbert uzaymnda sistemin durumunu tem-
sil eden bir birim vektordiir, A ise bu gozlenebiliri temsil eden igslemcidir. Simdi, bunu zaman
bagkalagirken yapmay: diigiiniiyoruz. Zamanin herbir aninda, fiziksel tahminler, mesela bekle-
nen degerler araciligiyla, yapmak i¢in kullanilabilecek bir iglemciler ve vektorler sistemi bulmaya
ihtiyacimiz var. Stratejimiz, tlim zamanlar i¢in tek bir Hilbert uzayimiz oldugunu, fakat durum-
larin ve gozlenebilirlerin matematiksel tanimininin zamanla degigmesine izin verdigimizi, kabul
etmek olacaktir. Beklenen degerlerin zamanla nasil degistigini matematiksel olarak tasvir et-
mek igin birkag segenegimiz vardir. Boyle iki segenek cogunlukla elverislidir. Tki, |1) vektorii
tiim zamanlar i¢in sabit olacak gekilde, gozlenebiliri temsil eden iglemcinin zamanla degismesine
izin verebiliriz. Dinamigi bu bakis acisiyla gérmek Heisenberg resmi olarak adlandirilir, bunu
daha sonra tartigacagiz. Schriodinger resmi olarak bilinen dinamige bakmanin bir diger yolu,
|1) vektoriiniin zamanla degigmesine izin verirken goézlenebilirilerin iglemci temsilcilerini zaman
iginde sabit tutmaya dayanir. Bu ikisi arasinda sonsuz farkli “resim” vardir. Dinamik tizerindeki

postiilaya ilk olarak Schrodinger resmi cihetinden bakacagz.

Schrodinger resmi: Zaman gelisimi iglemcisi

Uzaysal 6telemelerle yaptigimiza ¢ok benzer sekilde, ¢ zamaninda [, t) ile gosterilen durum
vektoriiniin daha o6nceki bir ¢y zamanindaki bir duruma stirekli, {initer bir doéniigtimle bagh

oldugunu kabul ediyoruz. Bundan dolayz,

|¢7 t> = U(t7 tO) |¢7 t0>

yazariz. Burada, |1, ty), prensip olarak, herhangi bir birim vektor olabilir. U iiniterdir, boylece

zaman ilerledikce durum vektorii boylandirilmig olarak kalir :

<¢7t|wvt> = <¢7t0|UTU|¢,to> = <wat0|¢7t0> =1

(Kompleks bir Hilbert uzayimda (bagh) bir iglemcinin, ancak ve ancak tiim matris elemanlar1 yok
oldugunda, sifir olacagini gostermek zor degildir (aligtirma). |, to) rastgele oldugundan durum
vektoriiniin ancak ve ancak UT = U™ ise, yani U iiniter ise boylandirilmis olarak kalacagini
goriiyoruz.) Verilen,

UT(t,to) = U™ (t, to),



icin dogal olarak ters doniisimii ¢’den geri {g’a zaman gelisimi olarak iligkilendiririz, 6yle ki,
U~ (t,to) = Ulto, t).

Sonucta, tg’dan t’ye olan zaman geligimi, g < t; < t ile ty’dan ¢1’e ve sonra t;’den t’ye zaman

gelisimi olarak goriilebilir, boylece
U(t7 tl)U(th t()) = U(t, tO)

U islemcisi zaman gelisimi islemcisi olarak adlandirihr. Kuantum mekanigi kullanarak di-
namik caligmadaki ana mesele zaman geligimi islemcisinin yapisim1 aydinlatmaktir. Genel olarak
konugursak, dogrudan bir tarzda ilerlendiginde bunu yapmak kolay degildir. Herseyden 6nce,
herhangi bir baglangic durumunu nasil evirecegini bildigini diigliniirsek zaman geligimi islemcisi
oldukga komplike bir cisim olmak zorundadir. Lie’ye dayanan fizigin/matematigin derin bir
prensibi goyledir. Siirekli doniigimleri gbz 6niine alirken her zaman sonsuz kiiciik doniigtimlerle
calismak daha kolaydir. Bunun nedeni, sonlu doniigiimiin sonsuz kii¢iik doniigiim tarafindan
tamamen nitelendirilmesidir, ki bu sonlu doniisiimden c¢ok daha basit bir yapidadir. Dinamik
geligimin (ister Newton dinamiginde, akigkanlar mekaniginde, elektrodinamikte, v.b. olsun)

cogunlukla diferansiyel denklemlerle ifade edildigini bulmanizin sebeplerinden biri budur.

Bu yiizden, zaman gelisiminin, bir stirekli iiniter doéniisiim olarak goriilen, sonsuz kiiciik
tiretecini gz 6niine aliyoruz. Birimsel zaman gelisiminin sonsuz kiigiik iireteci (klasik mekanikte,
zaman igindeki harekete kargilik gelen kanonik bir doniigiimiin iireteg fonksiyonu olan Hamilton
iglemcisi ile benzegik bicimde) Hamilton islemcisi olarak adlandirilan bir gozlenebilirdir. Nor-
mal olarak, Hamilton islemcisi enerjiyi temsil eder, ki bu, H'in zamana bagli olmamas: sartiyla
korunur. Dogrusu, tipki momentumu uzaysal otelemelerin iireteci olarak tanimladigimiz gibi,
Hamilton iglemcisi/enerji’yi zaman 6telemelerinin tireteci olarak tanimlariz. Uzaysal 6telemelerde
olmadig: gekilde burada meydana gelen bir incelik, Hamilton iglemcisi’nin zamana bagl ola-
bilecegi, yani, zaman ile parametrize edilen bir iglemci ailesi olabilecegidir. Bu da uzaysal

otelemelerde kullandigimizdan biraz daha karmasik bir analiz ister.



