Ders 10

Metindeki ilgili bolimler §1.7

Gaussiyen durum

Burada, 1-d’de hareket eden bir pargacigin 6nemli Gaussiyen durumu 6rnegini diigtiniiyoruz.
Ele alig bicimimiz kitaptaki ile neredeyse aymi ama bu o6rnek burada tekrardan vermek icin

yeterince ogreticidir.

Bu durumu, konum bazinda bilesenlerini, yani dalga fonksiyonunu, vererek tanimliyoruz :
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iyi bir aligtirma olarak bu dalga fonksiyonunun boylandirilmig oldugunu kontrol edebilirsiniz :
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Kabaca soylemek gerekirse, dalga fonksiyonu, orijinde merkezli Gaussiyen zarf icinde oturmasina
kargin 2% dalga boylu ile salimimlidir. Konum igin olasilik yogunlugu, genisligi d ile belirlenen ori-
jinde merkezlenen bir Gaussiyen’dir. Dolayisiyla bu durum, d ile belirtilen istatistiksel belirsizlik

icinde orijin yakininda “yerellegsmis” bir parcacig temsil eder.

Bunu daha hassas yapalim ve bu durumun o6zelliklerini ortaya koyalim. Bir aligtirma olarak

agagidaki sonuglar1 kontrol edebilirsiniz.

(0) = wixi) = [ doalu(a) =0
Oyle ki bu durumda pargacigin ortalama konumu orijindedir. Takiben,
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elde ederiz. Boylelikle konumdaki yayilma
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olur, yani konuma ait olasilik dagiliminin standart sapmasi %’dir. Bundan sonra,
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buluruz, ki bize, bu durumun ortalama olarak hk momentumuyla hareket eden bir parcaciga

sahip oldugunu anlatir, ve
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boylece momentum belirsizligi
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Bundan dolay1 momentum belirsizligi konum belirsizligine gore d ile ters orantili olarak degisir.
Konum ve momentum belirsizliklerinin carpimi belirsizlik ilkesi tarafindan izin verilen kadar

kiigiik olabilir. Bazen |¢)) bir minimum belirsizlikli durum olarak adlandirilir.

Gaussiyen fonksiyonun Fourier doniigsiimii bir bagka Gaussiyen oldugu icin, momentum
olasilik dagiliminin bir Gauesyen oldugu ortaya cikar :
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Bu Gaussiyen’in beklenen momentum degeri iistiinde, olmasi gerektigi gibi, zirve yaptigim

ve genigliginin de, beklenildigi gibi, yani konum belirsizligine ters olarak, 1/d gibi degigtigini

gorebilirsiniz.

Ozetle, tammladigimiz Gaussiyen durum (ortalamada) hareket etmekte olan bir pargaciga
kargilik gelir ve konum ve momentum degerlerinin, belirsizlik ¢arpimini minimize eden, bir Gaus-
siyen dagilimi vardir. Boyle durumlar makroskopik cisimleri modellemek icin kullanilabilir.
Sadece d ve k i¢in mantikli degerleri yerine koyun, ve bdylece kuantum belirsizliklerin ihmal

edilebilecek sekilde yeterince kiiclik oldugunu bulacaksiniz.

Kuantum mekaniginde sistemleri birlestirme

1-d’de hareket eden bir pargaciktan 3-d’de hareket eden bir pargaciga genellestirmemizde
iistli kapali olarak bilegik sistem yapmak igin sistemleri birlegtirmeye yarayan genel bir kuantum
mekaniksel semadan faydalandik. Bilhassa, 3-d’de hareket eden bir pargacigi esasen 3 kopya
1-d’de hareket eden parcacik olarak gordiik. Fizikte bu tip bir seyi siirekli yapariz. Ornegin,
eger bir pargacigin tatmin edici bir kinematik modelini elde edersek ve 2 parcacik igin bir kine-
matik model diisinmek istersek, dogal olarak bir parcacik icin kullandigimiz modelden iki kopya
kullanmaya gahgiriz. Bir bagka 6rnek olarak, spin 1/2 sisteminin bir modelini sunmustuk, eger
2 spin 1/2 pargacigl tasvir etmek istersek ne olur? Veya spini 1 olan bir parcacig: tarif etmek
istersek ne olur? Tiim bu haller, bilegik sistemler yapmak i¢in kuantum mekaniksel model-
leri nasil birlegtirecegimizi bilmemizi gerektiriyor. Burada, 1-d’de bir pargaciktan 3-d’ye bir
parcaciga genellememizi bir resim olarak kullanarak bu semay1 ana hatlariyla belirtecegiz. Daha

sonra, bu kurulusu tekrar kullanma firsati bulacagiz.



Tensor garpim

Herbiri, tabii ki, sadece kendi ilgili oldugu Hilbert uzaymnda tamiml olan Ay, By,... ve
A, By, ... bbbbdogrusal islemcilerince temsil edilen gozlenebilirlerle Hy ve Ho Hilbert uzaylar
tarafindan tasvir edilen iki sistemi birlegtirmeyi istedigimizi varsayin. Bu kombine sistem igin
bir Hilbert uzayim agagidaki gibi kurabiliriz. Ik 6nce herbir Hilbert uzayindan gelen vektorlerin

tim sirali ¢iftlerinden olugan kiimeyi diisiiniiyoruz. Tipik elemanlar

[.x) =) @Ix), 1) € Hi, |x) € Ha.

ile gosterilir. Bu vektorler ¢arpim vektérler olarak adlandirihir. Fiziksel olarak, bir |¢) & |x)
carpim vektort, 1. sistemin [¢)) durumunda ve 2. sistem |x) durumunda oldugu, bilesik sistemin

bir durumudur.

Carpim vektorleri, 1 ve Ho’de mevcut olandan intikal eden dogal bir skaler carpim kabul

ederler :
. x) = (c[¥) ® [x) = [¥) @ (c[x))

Ozel carpim vektorleri tizerinde bir toplama kavrami tanimlamak olasidir. Elde

) @18) +17) ®8) := (la) + 7)) ©16),

@) @ 1B) +|a) @ |v) = |a) @ (I8) + 7))

var. Belli ki, bu, biitiin carpim vektorleri tizerinde bir toplama islemi tanimlamaz. Yukaridaki

0zel formda olmayan toplamalar igin tek yapmamiz gereken kiimemizin yeni bir elemani olarak,
@) @ [8) + |7) ®16)

tanimlamaktir. Daha sonra basitce carpim vektorlerinin tiim formal dogrusal kombinasyon-
larinin kiimesini, yeni, bilegik Hilbert uzayinda bir kiime olarak kullanmak i¢in aliriz. Bu kiime
H1 ve Ho'nin tensér ¢arpvme olarak adlandirilan ve Hi ® Ho seklinde gosterilen bir vektor

uzayidir. Ders kitabimiz bu kurulug icin “direkt carpim” terminolojisini kullaniyor.

Tensor carpim icin bir baz, H; ve Hs'nin herbirinin bir bazindan kurulan tiim garpim
vektorleri alinarak elde edilebilir (aligtirma). Eger |e;)’ler H;’in bir bazi ise ve | f;)’ler de Ha nin
bir bazi ise o zaman her [¢)) € H; ® Ha

W) = aijles) @ | fi)
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seklinde yazilabilir. Tensor ¢arpim i¢in her bazin, carpim vektorlerden kurulmayacagini dikkate
alin. Ayrica, carpim uzaymin boyutunun ayrik herbir Hilbert uzaymn boyutlarimin ¢arpimi

oldugunu da not edin. Bir bagka deyisle, eger n1, H1’in boyutu ise ve ny de Ho'nin boyutu



ise 0 zaman H; ® Ho'nin boyutu ning’dir. Bunu gérmek icin, sadece, herhangi bir vektoriin
yukaridaki bu ¢arpim bazinda acilimdaki a;; sayilarinin dizisinde niny tane eleman olduguna
dikkat edin.

Tensor carpim uzayinin bir Hilbert uzayi olmasi istenir. Skalar carpim agagidaki gibi tanimlanir.

Carpim vektorleri igin elde
(a, Bl7,0) = (al7)(B]6)

var. Genel vektorleri, carpim vektorlerinin bir bazinda agariz ve sonra skalar carpimlarini, skalar

carpimin her zamanki dogrusalligi/anti-dogrusalligi yoluyla tanimlariz.

Durumlarin uzayinin bir vektor uzayi olmasi gerekliliginin, bizi, carpim durum vektorlerinin
miimkiin olan biitiin (boylandirilabilir) dogrusal kombinasyonlarini da, durum vektorleri olarak
diigiinmeye zorladigini not edelim. Bodyle dogrusal kombinasyonlar, herbir altsistemin belli
bir durumda oldugu sOylenecek sekilde yorumlanabilir olmayacaktir. Bilakis, boyle dogrusal
kombinasyonlarda herbir altsistemin gesitli durumlarda olmasi igin gesitli olasiliklar olacaktir.
["Jstelik, herbir altsistemin olasilik dagilimlar: arasinda korelasyonlar olacaktir. Bu, kuantum
dolasiklikin esasidir; bilegik sistemlerin “klasik” analoglarina kiyasla goze garpan cok sasirtica
fiziksel davranigindan bu sorumludur. Umarim, dénemin sonunda bunu daha fazla tartismak
i¢in biraz zamanimiz olur. Bir 6rnek olarak, 2 spin 1/2 sisteminden olusan bir sistem diigliniin
(6rnegin, spin digindaki biitiin serbestlik dereceleri ihmal edilen bir elektron ve bir pozitron).
Durumlarin Hilbert uzayi i¢in bir (¢arpim) baz |+) ® |£)’lerin dért kombinasyonu olabilir. Bu-
rada ilk vektor 1. parcacigin S, 6zvektorlerini ve ikinci vektor de 2. parcacigin S, 6zvektorlerini
gosteriyor. Bu vektorler, herbir pargacik igin S, ’'nin kesinlikle bilindigi durumlari temsil ediyor.

Su sekildeki bir vektor,
1
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iki parcacigin da S, igin istatistiksel olarak kesin degerler almadigi bir durumu gosterir.
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Yukaridaki biitiin bu yapilarin ayni tarzda bralarin uzay: icin de gergeklestirilebilecegini

kolayca kontrol edebilirsiniz. Ozellikle,

(al ® (8] = (o) @ 18))"

elde ederiz.

Bir 6rnek olarak, 1-d’de hareket eden (z ve y seklinde etiketlenmis) 2 pargacigin bir garpimindan
inga edilmis olarak 2-d’de hareket eden bir parcacik diigiinelim. |z), z’de hareket eden parcacik
i¢in bir bazdir ve |y), y’'de hareket eden parcacik i¢in bir bazdir. Buna tekabiil eden ¢arpim bazi

|z) ® |y)’dir. Carpim uzayinda genel bir vektor,
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biciminde yazilabilir. Simdi,
P(z,y) = (2] @ (YD)

tanimliyoruz. Vektorlerin, iki degiskenli kompleks degerli fonksiyonlar olan konum dalga fonksiy-
onlari ile nitelendirildigini goriiyorsunuz. Bu dalga fonksiyonlar: karesi integrallenebilir olmalidir,

bunu

) = / d dyp(z, 3)|z) ® |y)
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yazarak ve
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hesaplayarak gorebilirsiniz (aligtirma). Bire boylandirmaile, |[4(x, y)|?, tabii ki, (x, y) noktasinda

bulunma olasilik yogunlugu olarak yorumlanabilir.



