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Metindeki ilgili bolimler §1.6

Momentum

Momumtuma kuantum mekaniginde nasil bakacagiz? “Kiitle kere hiz” veya bagka birgey
mi olmali? Kuantum mekaniginde momentumun tamimina yaklasimimiz daha cok “momen-
tum”un temel olarak ne oldugunu anlamaya dayali olacak. Tanimimizi motive etmek igin,
“momentum” olarak amlan biyiikligin ana fonksiyonunun kapali bir sistem igin korunuyor
olmasindan kaynaklandigini hatirlatayim. Boylece, etkilegsimli sistemlerin hareketinin “momen-
tum degis-tokusu” yoluyla oldugu anlasilir. Bunun yanisira, fizik yasalarinin ve karsilik gelen ko-
runum yasalarinin simetrileri arasindaki yakin baglantiy1 hatirlaym. Ozellikle, uzaysal 6telemeler
altindaki simetri ¢izgisel momentumun korunumuna karsilik gelir. Mekanigin klasik limitinin
Hamiltonyen formiilasyonunda momentumun, kanonik doniigiimler olarak goriilen, 6telemenin
sonsuz kiiciik tireteci oldugunu goriince bu kargilik gelme 6zellikle daha geffaf hale gelir. Hamiltonyen
gercevesinde momentumun korunumu, Hamiltonyenin Otelemsel olarak degismeyen yani, mo-
mentum ile tretilen kanonik dontisiimle degismez oldugu ifadesi ile tespit edilir. Ayni mantigin
kuantum mekaniginde de gecerli oldugunu goérecegiz. Gergekten de, giiniimiizde momentum,
matematiksel olarak Otelemelerin tireteci seklinde - tanim geregi - saptaniyor. Tim bunlarin

nasil oldugunu goérelim.

Parcacigin konumunun kesinlikle bilindigi (ideallegtirilmis) durumlarla temsil edilen (genellegtirilmis)

konum 6zvektorlerini tanmimladiktan sonra T; oteleme islemcisini
Tula) = |z + a)
yoluyla tamimlayabiliriz. |x) Hilbert uzayim taradig: i¢in, iglemciyi bu bagmnti tanimlar.
T, Ty = Ty, To=1
oldugunu not edin (aligtirma). Fiziksel olarak, bu islemciyi, parcacigin durumunu alip, parcacigin
pozitif x yoniinde bir a miktarinca tagindigi bir bagka duruma doniigtiiren iglemci olarak yo-

rumlariz. Bu iglemcinin, durumlari, durumlara doéntigtiirmesini istedigimiz i¢in bunlarin birim

boylarinda kalmalarini sart kogmaliyiz :
1= (¢[0) = (YIT]Tal)
Bu kogulun (tiim vektorler igin)
T'T =TTt =1, Tt =77}

esitligine (burada diiglirdiigiimiiz biitiin a’lar igin) mecbur biraktig gosterilebilir. Son bagintilar:
saglayan T iglemcisi tniterdir, deriz. Birimsel iglemcinin skaler carpimlari korudugunu not edin

(aligtirma).



Konum dalga fonksiyonu icin

Tap(x) = (x[Taltp) = (x — alyp) = Y(z — a)

elde ettigimize dikkat edin (iyi ahistirma). Dolayisiyla, sistemi sag tarafa a miktarica tagimak
dalga fonksiyonunun argumanini sola kaydirir. Bunun anlamli oldugunu goérmek igin, 6rnegin

Gausyen dalga fonksiyonlu bir pargacik diigiiniin (ahgtirma). 7, nin tiniterligi konum dalga

| we—aP = [ P -1

seklinde ifade edilir (aligtirma).

fonksiyonu yoluyla

Yukarida bahsettigimiz gibi, momentum sonsuz kiiciik 6telemelerin iireteci olarak belirlenir.
Boylece, bir sonsuz kiiclik T¢, € << 1 6telemesi diigiiniin. Ty nin a’da siirekli oldugunu kabul

ederek iglemciyi Taylor serisine agabiliriz
i 2
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Bir iglemcinin Taylor serisine agiliminin matematiksel tanimi makul miktarda bir tartisma gerek-
tirir ki biz bunu kesecegiz. Bizim amacimiz i¢in agilimi, sadece, iglemcinin herhangi matris ele-
manin bu yolla agilabilecegi manasinda yorumlayabilirsiniz. Bu —% faktorii daha sonra kolaylik
olsun diye yerlestirildi. Burada, P sonsuz kii¢iik dtelemelerin treteci olarak anilan dogrusal bir
iglemcidir.* 7T’nin tiniterligi ve siirekliligi P’nin kendine eglenik oldugunu isaret eder. Hakikaten,
O(e) terimlerini diigtinerek kolayca

I=TIT. = (I+ e%PT +O()(T — G%P +0(e%) = P = Pt

oldugunu gorebilirsiniz (aligtirma). Ashinda, P’nin kendine eslenikligi 7”nin {initer olmasi igin
de yeterlidir. Bu, T, sonsuz kii¢iik doniigiimlerin sonsuz bir ¢arpimi olarak temsil edildiginde
gorulebilir :

_ _ta N _ —iP
To=Jim (I-g§) =<

At = A iken e formundaki herhangi bir islemcinin {initer oldugunu kontrol etmek zor degildir
(aligtirma). Boylece, P, parcacigin momentumu ile 6zdeglestirdigimiz bir gozlenebiliri temsil

eder.

Kanonik siradegisim bagintilar:

Simdi, konum ve momentum arasindaki siradegisim bagintisini digiiniiyoruz. Bu bagintiyi,

konum ve momentum isglemcileri arasindaki siradegisimi ¢aligarak ve sonra Otelemenin sonsuz

*Teknik olarak sonsuz kiiciik iireteg —%P’dir ama P’yi sonsuz kiigiik iireteg olarak anmak - adet oldugu tizere

- terminolojinin elverigli bir istismaridir.



kiigiik oldugu limiti diigiinerek tiiretebiliriz. Asagidaki hesaplamalar: bir aligtirma olarak kontrol

edin.
XT|z) = (x+¢€)|lz+€)
T.X|x) = z|x +€).

Bu iki bagintiy1 birbirinde ¢ikararak, momentumun tanimini hesaba katarak ve devamli e¢’da

birinci derecede ¢aligarak, _ .
i i
X(—2P)la) ~ (~1 P)X[z) =
elde ederiz (ahigtirma). Bu — |z)’in (genellestirilmis) baz oldugunu akhnizda tutun —

[X, P] =ihl
oldugunu isaret eder. Bu baginti,
[X,X]=0=[P,P]

(agikar) bagintilar ile birlikte bir boyutta hareket eden pagacigin kanonik siradegisim bagintilarin

olusturur.

Bu siradegisim bagintilarinin bize konum ve momentumun uyusumsuz gozlenebilirler oldugunu

gosterdigine dikkat edin. Boylelikle bunlar bir belirsizlik bagintisini saglarlar :
1
(AX?)(AP?) > ZEQ

Bu mesghur konum-momentum belirsizlik bagintisidir. Bu, X (veya P)’de dagilmasi ¢ok kiigiik
olan bir durum kurmak isterseniz, P (veya X )’de ki dagilmanin mutlaka biiyiik olacagini gosterir.
Belirsizlik bagintisinin, ayrica, konum ve/veya momentuma ait dagilmanin hicbir zaman yok
olamayacagini gosterdigini de not edin! Ancak, bunlardan biri diger gozlenebilirin yeterince

biiyiik dagilmaya sahip olmasi kogulu ile oldukca kiiciik yapilabilir.

Bir turev olarak momentum

Simdi, momentumun, konum dalga fonksiyonlar: lizerinde tiirev iglemcisi oldugu geleneksel
temsilin nasil ortaya giktigin1 gérmek kolaydir. Sonsuz kiiglik Oteleme altinda konum dalga

fonksiyonudaki degigimi diistiniin.

Top(w) = (I = - PY(e) = b — ) = (z) — e

elde ederiz. € dereceli terimleri kiyaslayarak
h di(x)

Pi(a) = (@|Ply) = T2

oldugunu goriiriiz. Siiphesiz, artik kanonik siradegisim bagintilarinin konum dalga fonksiyonu

dy ()
dx

+ O().

gosterimini kolaylikla dogrulayabilirsiniz :

(X, Ply(x) = ihy(x)



