Ders 6

Metindeki ilgili bolimler §1.4

Siradegismeli gozlenebilirlerin tam kiimesi

Sadece ¢ok basit fiziksel sistemlerde tek bir gézlenebilirin 6l¢timii sistemin durum vektortini
belirlemek i¢in yeterli olur. Siiphesiz, spin 1/2 sistemi bu 6zellige sahiptir : spinin herhangi bir
bilegenini dlcerseniz durum vektorii (en fazla ilgisiz bir faz garpani kadar fark edecek gekilde*)
sabitlenir. Daha karmagik sistemler, durumun karakterize edilmesi icin daha fazla gozlenebilire
ihtiyag duyar. Ornegin, hidrojen atomunun enerji diizeylerinin, enerji, orbital agisal momentum
biytklugi, agisal momentumun bir bilegeni ve elektron spin durumu ile tek tek belirlenebilecegini
hatirlayin. Basgka segenekler olasidir. Bir gozlenebiliri olctiikten ve belirli bir sonucu - bir
Ozdegeri - elde ettikten sonra sistemin durumu kargilik gelen 6zvektordiir. Birden fazla durum
vektorii bu olciim sonucuna karsilik gelebilir. Matematiksel olarak, bu 6zdeger dejeneredir.
Durumu benzersizce saptamak igin diger gozlenebilirler dlgiilmelidir. Agikca, eger bir takim
gozlenebilirlerin 6l¢iimii, durumu (vektorii - en fazla bir faz ¢arpam farkiyla) belirliyorsa, bu
durum séz konusu gozlenebilirlerin hepsinin ayni1 anda 6zvektorii olmalidir. Eger bu bir takim
gozlenebilire ait Olgiimlerin olasi sonuclarinin Hilbert uzayinin bazini tanimlamasini istersek,
bu gozlenebilirler uyusumlu olmalidir, yani bunlar1 temsil eden islemcilerin hepsi siradegigsmeli
olmalidir. Bu sekildeki degiskenlerin kiimesi siradegismeli gézlenebilirlerin tam kimesi (SGTK)
olarak anilir. Coulomb potansiyelindeki bir elektron olarak modellenen, hidrojen atomu igin
enerji, orbital acisal momentumun biiytikliigii, orbital agisal momentumun bir bileseni ve elektron
spininin bir bilegeni ile SGTK’y1 olugturur. Tek bir spin 1/2 sistemi i¢in spinin herhangi bir
bilegeni SGTK’y1 tanimlar. Belli ki, SGTK tek bir tane degildir.

A, B, ... ile bir SGTK verildiginde bunun belirledigi ON bazin elemanlarini SGTK’nin
ozdegerleri ile |a, b, . . .) seklinde etiketleyebiliriz. Bunlar SGTK'nin, kesinlikle a, b, . . . degerlerine

sahip oldugu bilinen, elemanlarinin durumlaridir. Vektorler
<CL, b, . \a/, b/, .. > = 5(10,’5bb’ ..

ifadesini saglar.

Uyusumsuz gozlenebilirler. Belirsizlik ilkesi.

Uyusumsuz gozlenebilirler siradegismeli olmayan iglemcilerle temsil edilir. Gordiiglimiiz gibi,

uyusumsuz gozlenebilirler icin her iki gézlenebilirin kesinlik derecesinde belirlenemedigi durumlar

*Bir (e'*) faz carpani ile birbirinden farkli olan iki durum tiim gézlenebilirlere ayni beklenen degeri verirler —
aligtirma. Bu, biitiin olasilik dagilimlarinin, ve dolayisiyla tiim fiziksel 6ngoriilerin de, faz ¢arpanlarina duyarsiz

oldugu anlamina gelir.



vardir. Simdi bunu daha acik yapacagiz ve tinlii belirsizlik ilkesinin - herhalde belirsizlik teorems

olarak anilmasi daha iyi — cok genel bir bi¢imini verecegiz.

Verilen bir A gozlenebiliri ve bir |¢) durumu ile A’nin |¢) durumundaki dagilmasine

(AA)%) := (A= (A4)*) = (A1) — (¥|A[Y)? = (A?) — (4)*.

olarak tamimlariz. Dagilma (varyans olarak da adlandirihir), A gézlenebilirinin |¢)) durumundaki
istatistiksel belirsizligini niteleyen negatif olmayan gercel bir sayidir. Dagilmanin gercekten
negatif olmadigini gérmek icin, herhangi bir Hermitesel C iglemcisinin karesinin beklenen degerinin

pozitif bir say1 oldugunu not edin :

(W|C?|) = (p|CTCI) ;

sag taraf yalmzca C|i) vektoriiniin uzunlugunun karesidir ki bu da negatif-olmayan olmahdir.
C = A — (A)I seklinde diizenleyerek ve (A)’nin gergel say1 (aligtirma) olmas: gerektigine dikkat

ederek ((AA)?) > 0 sonucuna variriz.

Dagilmanin, ancak ve ancak |¢) durumunun A’nin 6zvektorii oldugunda sifir olacagini not
edin. “Ancak” kismim siz kolayca dogrulayabilirsiniz. “Ancak ve ancak” kismini géstereyim.

Soyle yazin

(A4)%) = (Y|(A— (A7)
(I(A = (A DA~ (A) D)

= (A (AD)]*

Bir vektoriin normu ancak ve ancak vektor sifir vektorii ise yok olur. Dolayisiyla, eger dagilma

sifir oluyorsa
(A= (A)D)|p) =0,

elde ederiz ki bu 6zvektor sartidir (aligtirma).

Schwarz esitsizligini kullanarak iki gozlenebilirin dagilmalar1 arasinda agagidaki bagint1 ku-

rulabilir (ispat igin kitabimza bakin) :

(AA)(AB?) > Z|([A, B))I®

e~ =

Bu, belirsizlik bagintisinan genel formudur. Verilen bir durumda, bir ¢ift gozlenebilirin istatistik-
sel belirsizliklerinin carpimini, bu gozlenebilirlerin siradegisiminin beklenen degerine bagintilar.
Eger verilen bu durumda siradegisimi veya beklenen degeri sifir olursa belirsizlik bagintisinin
icerigi olmaz. Aksi taktirde, gozlenebilirlerin uyusumsuzlugunun etkisi hakkinda bilgi verir.
Genel olarak, bu “etki” secilen duruma baglidir. Bunu, yukaridaki esitsizlikteki beklenen degerlerin

verilen durumla tanimlandigr gerceginden gorebilirsiniz. Bu, akilda tutmak icin 6nemlidir. Belli



hallerde (6rnegin daha sonra caligilacak olan konum-momentum bagintis1) belirsizlik bagintisi

durumdan bagimsiz ¢ikar ki béylece daha dramatik - ve daha {inlii - olur.

Spin 1/2 sistemi i¢in cesitli gozlenebilirlerin belirsizlik bagntilar1 dogrudan hesaplanabilir.

Bunu yapmak igin, agagidaki (6devinizde tiirettiginiz) siradegisim bagintilarina ihtiyaciiz var :

[Sa, Sy = ihS.,  [Sy,S.] = ihSy,  [Ss, 8] = ihS,.

|Y) = a|+) + b|—), |a]*> + |b|> = 1 olsun (bu genel bir durum vektériidiir). S, ve S, icin

belirsizlik bagintisini diigiiniiyoruz. Elimizde
(AS)2(AS,)? > h*[Tm(ab*))%.
var (aligtirma).

Kusgkusuz, a veya b yok olursa, durum, S,’nin bir durumudur ve belirsizlik bagintisinin
bir anlami yoktur. Aksi halde, belirsizliklerin ¢arpiminin alt sinirinin durumun segimi ile
nasil degisecegini gorebilirsiniz. Ornegin, eger a = 1/v/2 ve b = iv/2 (yani durum Sy’nin bir

6zdurumu) ise

h4
(AS.)*(AS,)% > T

elde ederiz.



