Ders 5

Metindeki ilgili bolimler §1.2-1.4

Alternatif bir tigilincii postiila

Burada tglincti postiilaya egdeger bir ifade var.*

Alternatif Ugiincii Postiila
A, ON [i) 6zvektor bazli, Hermitesel bir islemeci olsun :
Ali) = aili)

A ile temsil edilen gozlenebilirin tek olasi 6l¢iim sonucu a; 6zdegerlerinden biridir. |¢) duru-

munda a; elde etme olasilig:

D
Prob(A = a;) =Y |(i,a;])[?,
i=1
olur. Burada toplam, verilen a; dzdegeriyle |i,a;), i = 1,...,D 6zvektorlerinin D-boyutlu

uzayini kapsiyor. Eger a; 6zdegeri dejenere degilse
Prob(A = aj) = |(j|¥)[”
olacagini not edin. Ayrica, dikkat edin : (j|¢), [¢)'mn |j) dogrultusundaki bilegenidir.

Dejenereligin olmadigi durum i¢in olasilik formiiliini ispatlayalim. Dejerenelige izin vermek
bir problem degildir. Bir alistirma olarak bunun hakkinda diigiiniin. f(x), a;'nin karakteristik

fonksiyonu olsun. Elimizde (aligtirma)

var. Sonra, [1)) durumunda

Prob(A = a;) = (f(A)) = (@|(15)GDIw) = (1)

elde ederiz. Durum vektoérleri birim norma sahip oldugundan

1= () = > (@l ilv) = Z\ Gl 2
J

buluruz ki bu, Prob(A = a;) olasiliklarinin, tiim 6zdegerler iizerine toplandiginda bir etmesidir.

Bu, A’'nin 6zdegerlerinden biri olmayan bir degerde bulunma olasiligimin sifir oldugunu belirtir.

*Simdilik, sonlu boyutlu Hilbert uzaylarina uygulanabilen bir formda ifade ediyoruz. Sonsuz boyutlulara (bir

“pargacik”la oldugu gibi) nasil genellestirilecegini az sonra gosterecegiz.



Bir gozlenebilirin beklenen degerini olasiliklarin acikca goriinecegi sekilde yazabiliriz. Her
zamanki gibi, elimizde
Ali) = aili), (ilj) = 64
var. Eger bir sistem [¢) durumunda ise (6zdeslik iglemcisini iki defa araya ekleyerek - iyi

aligtirma)

(4) = @lA[Y)
= D (W)l Al) )

= Saltlvhl®

hesaplariz. Beklenen degerin, biitiin olasi sonuglarin, olasiliklar: ile agirlikli, toplamina esit

oldugunu goriiyoruz — tam olmasi gerektigi gibi!

(Boylandirilmig) Ozvektorler tarafindan 6zel bir rol oynandigina dikkat edin : Eger durum A
gozlenebilirinin a 6zdegerli bir 6zvektorii ise a elde etme olasihg birdir. Ozdurumlar, bir (veya

daha fazla) gozlenebiliri kesinlik derecesinde bildiginiz durumlardir.

Iste size iyi bir aligtirma : Her durum vektoriiniin bir Hermitesel iglemecinin ozvektorii
oldugunu gosterin. Bundan dolayi, en azindan prensipte, her bir durum uygun bir olgiim ile

belirlenebilir.

ﬂgiincii postiila, verilen bir gozlenebilire ait Olgiimiin olasi sonuglarinin hangileri oldugu
hakkinda ¢ok 6zgilin 6ngoriiler yapar. Esas itibariyle, kuantum mekaniginin tiim fiziksel ¢iktisi
bu postiila yoluyla meydana gelir. Ongoriilerin her zaman olasihiksal bir dogasi oldugunu vurgu-
lamaliyim. (Elbette, baz olasiliklar 1 veya 0’dir. Dolayisiyla bu, kimsenin higbir zaman kesinlik

igeren ifadeler ortaya koyamayacagi anlamina gelmez.)

Haydi, ii¢iincii postiilanin bu yeni formunu, spin 1/2 sisteminden gelen bir ka¢ basit 6rnege
uygulayalim. Agagidaki durumu diigiintin,
1
V2
Diyelimki S,’i —h/2 degeriyle bulma olasilig1 nedir?
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[¥) =15y, +) = == (1) +il-)).

[Sys =)
oldugu i¢in |Sy, +)’ya ortogonaldir,
<Sy7 _|Syv +> =0,
ve bu olasilik sifirdir. Ayni1 durumda, S,’nin /2 degerinde bulunma olasihigr nedir?
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Elde ederiz. Ve bunlar gibi. ..

Tekrar Stern-Gerlach

Simdi, bizim spin 1/2 sistemi modelimizden Stern-Gerlach deneyinin bazi ¢arpici 6zelliklerini
tiretelim. Bizim spin 1/2 sistemi 151n demetimizi, ¢ok sayidaki 6zdes sistemler olarak goriin.
Isin demetini SG, diizeneginden gecirdigimizde, ve spin yukar: demetini muhafaza ettigimizde,
hepsi |S;,+) durumunda olan ¢ok sayidaki pargacigin bir koleksiyonunu elde ederiz. Eger bu
1511 bagka bir SG, diizeneginden gegirirsek pzrgaciklarin hepsinin hala spin yukar: oldugunu
goriirtiz. Modelimizde, bu sonug basitce, “|¢)) = |S;, +) durumunda S, = #/2 bulma olasilig:
birdir” ifadesidir :

(S, )P = 1(Sz, +1Sz, )P = 1
Simdi filtrelenmig bu 1511 demetinin SG, diizeneginden gecirildigini digiiniin. Isinin iki yarim
pargaya ayrildigini biliyoruz. Modelimizde, bu [¢p) = |S,,+) iken S,’in olasihik dagilimini

hesaplayarak goriiliir.

1
[(Ser I = (S, £1S2, +)P = 5

elde ederiz. Simdi modelimizin dogay1 tarif etmek icin kullanilmasinin can alict bir yoniine
geldik. S, = h/2’ye sahip olan biitiin pargaciklar1 ahp SG, diizeneginden gegirdigimizi varsa-
yarsak modelimizin 6ngoriisii ne olur? Anahtar gézlem, SG,,den gegirilecek 151 demetindeki
parcaciklarin hepsi simdi

1
V2

durumundadir. SG, kullammmindaki 6l¢iim/hazirlik /filtreleme stireci sistem i¢in yeni bir durum

|¢> = |Sxa+> = (‘SZ’+> + ’327 7>)

vektori tayin etti! Bunu dogrulamak igin, SG, ile filtrelenmis demeti sadece bir bagka SG,
diizeneginden gegirir ve pargaciklarin S, = h/2’e sahip olma olasiliginin bir oldugunu goriiriiz.
Bu, tiimiiniin kargilik gelen |S,, +) 6zdurumunda oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, bu demeti
SG, den gecirdigimizde 50-50 olasilik dagilimi buluruz :

1

()P = (]S, )I* = 5

Simdi bu tip bir sonucu genel manada anlamak icin biraz zaman harcamak istiyoruz.

Uyusumlu ve Uyusumsuz Gozlenebilirler

Stern-Gerlach deneyinde bulunan siradigi sonucu agagidaki gibi genelleyelim. A ve B gibi
iki gozlenebilirimizin oldugunu varsayalim. Eger A’y1 Olcersek 6zdegerlerinden birini, mesela a,
elde ederiz. (Sadece) sadelik adina, bu 6zdegerin degenere olmadigin kabul edelim. Sistemin

durumu gimdi |a) 6zvektoriidiir. Burada

Ala) = ala).



Eger sonra B gozlenebilirini 6lgersek bir 6zdegerini, mesela b, buluruz ve sistem |b) duru-
mundadir. Burada,
B|b) = b|b)

(sadelik adina, b'nin de dejenere olmayan bir 6zdeger oldugunu kabul edelim). Simdi, a elde

etme olasilig1
[{al¥)]* = {alb)|?

olur. Gergel bir ¢ sayisi, dyleki |a) = €[b), olmadikca bu olasilik birden kiigiiktiir.* Ne zaman
la) = €¥|b) elde ederiz? Bu sart A ve B’nin ortak 6zvektorleri oldugu anlamia gelir. (Spin
islemcilerinin ortak ézvektorlerinin olmadigini not edin - ahigtirma.) A ve B, 6zvektorlerinin
timiini miisterek paylasmadikca, gozlenebilirlerden birini kesinlikle bilmenin digerini kesin-
lik derecesinde bilmeyi engelleyecegi haller olacaktir. Boyle gozlenebilirler uyusumsuz olarak
anilir. Hangi gsartlar altinda iki gozlenebilir uyusumlu olur? Acikga, uyusumlu iglemciler, ortak
ozvektorler kiimesine (bazina) sahip iglemciler ile temsil edilir 6yle ki yukarida az 6nce verilen

tartigma gecersiz kalir. Bu gozlenebilirlerin siradegismeli olmasi gerektigini ima eder.
[A,B]= AB—-—BA=0
Bunu gormek igin, ON bir baz olugturan ortak 6zvektor kiimesini |a, b) ile gosterelim :
Ala,b) = ala,b), Bla,b) = bla,b), {a,bla’,b") = Saar Oy

Elimizde
ABla,b) = bA|a,b) = bala,b) = aBla,b) = BAla,b)

var. [A, B] islemcisi bazin her bir elemanim sifir vektoriine gonderimledigi igin, ve her bir vektor

bu bazda agilabildigi i¢in [A, B]'nin sifir iglemcisi olacagi sonucuna variriz.

Dolayisiyla, eger bir ¢ift Hermitesel islemci ortak 6zvektor bazina sahip ise bunlar siradegismeli
olmalidir. Dogrusal cebirden gelen (sonlu boyutlu vektor uzaylar: igin) temel bir sonug, bunun
tersinin de gegerli oldugudur. Eger iki Hermitesel iglemci siradegismeli ise bunlar ortak bir
ON o6zvektor bazi kabul ederler. Boylece, uyusumlu gozlenebilirler uyusumlu iglemcilerle temsil
edilir. Fiziksel olarak, uyusumlu islemcilerin - spinin farkli bilesenlerinin aksine - degerlerinin
kesinlik derecesinde belirlenebilecegi durumlar bulunmas: olasidir. Ayni sekilde, uyusumsuz
gozlenebilirler siradegismeli olmayan islemcilerle temsil edilirler. Uyusumsuz islemciler igin,
degerlerinin istatistiksel kesinlikle belirlenemedigi durumlar olacaktir. Stern-Gerlach deneyinde
sekillenen doganin siradisi 6zelliginin, ilgili dogrusal islemcilerin siradegisimi ile gbzlenebilirlere

iligkilendirilmis cebirsel yapida kodlanmig oldugunu goériiyoruz.

*Bunu gormek i¢in, Schwarz egitsizligini kullanin - aligtirma :

[(a|b)|® < (a|a)(b|b), |a) = (sabit)|b) = esitlik



