Ders 4

Metindeki ilgili bolimler §1.2, 1.3, 1.4

Spin islemcileri

Sonunda, spin 1/2 sistemi igin spin gozlenebilirlerinin tanimini ele alabiliriz. Bunu, iglemcilerin

acilimini belirli bir bazda vererek yapacagiz. Durumlar temsil eden baz vektorlerini
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olarak bilinen spinin z bileseni ile gosteririz ve
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tamimlariz.

Bir yonii sectigimize, onu z olarak adlandirdigimiza ve karsilik gelen spin durumlarini baz
olarak kullandigimiza dikkat edin. Kusgkusuz, bagka herhangi bir yon de secgilebilirdi. Simds,
S, 'nin yukardaki tanvma ile |£) lerin gercekten S, nin +h/2 ozdegerli dzvektorleri oldugunu

kontrol edebilirsiniz. Bu bazda matris elemanlarim
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seklinde etiketleyerek |+) bazinda asagidaki matris temsillerini de dogrulayabilirsiniz :
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Son olarak, {i¢ spin iglemcisinin de kendine eslenik oldugunu kontrol edebilirsiniz. Neden bu
ozel islemcilerin secildigi hakkinda derin bir anlamaya sahip olmak i¢in uzun bir siire gegecektir.

Simdilik, bunlar sadece verilenler olarak alalim ve bunlarla neler yapabilecegimize bakalim.

iyi bir aligtirma olarak agagidakilerin
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sirasiyla Sy ve Sy'nin +7/2 6zdegerli 6zvektorleri oldugunu dogrulayabilirsiniz. Bu 6zvektorlerin
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normu (“uzunlugu”) bir olacak sekilde boylandirilmig oldugunu not edin. Aslinda, bu 6zvektorler

S, 'ninkilerden farklidir ve daha sonra deginilecektir. Simdilik, bu {i¢ islemcinin herhangi bir



ozvektor paylagsmadigini not edin. Spin islemcilerinin 6zvektorlerinin hicbirinin dejenere ol-

madigina da dikkat edin - aligtirma.

Tayfsal ayrisim

Spin iglemcileri daha 6nce tartigtigimiz gibi
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genel formuna sahiptir. Buna ragmen, S,’'nin 6zellikle basit késegen bir forma sahip olduguna
dikkat edin. Bunun sebebi kendi 6zvektorleri bazindaki acilimi ile temsil edilmesindendir. Bu
sonucun ¢ok genel oldugunu gérmek zor degildir. Eger |i) A'nin 6zvektorlerinin a; 6zdegerli ON
baz ise :

Ali) = aili

matris elemanlar:
Aij = (i|Al7) = a;(ilj) = aidi;

oyleki (ahigtirma)
A= "agli)(i.

Bir iglemcinin bu gésterimine onun tayfsal ayrisima denir. (Sonlu bir Hilbert uzayinda) Ozdegerler
kiimesi bir iglemcinin tayfini olugturur, ki bu isim de bu terminolojiden gelir. S, nin taniminin

onun tayfsal ayrigimi oldugunu kolayca gorebilirsiniz.

Her kendine eglenik iglemci bir ON 6zvektor bazi kabul ettigi icin boyle herbir iglemcinin

tayfsal ayrigimi vardir. Tabiki, farkl iglemciler, genellikle, farkli ON baz saglarlar.

Olasilik yorumu

Simdi, kuantum mekaniginin tiglincli postiilasini (beklenen degerleri kdgsegen matris ele-
manlarina iligkilendiren) birtakim elementer durum vektorlerini fiziksel olarak yorumlamak igin

kullanacagiz. S, 'nin |4) 6zvektorii ile baglayalim. Bu vektérle temsil edilen durumda (aligtirma)

h
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elde ederiz. Bu, |[+) = |S;,+)'mn, S.’nin kesinlikle (1 olasilikla) +h/2 degerine sahip, bir
durumu olmas: beklendigi i¢in ¢ok anlamlidir. Bununla birlikte, Stern-Gerlach deneyinde boyle
durumlarin S, ve Sy i¢in +7/2’de esit bulunma olasihgina sahip oldugunu ve dolayisiyla beklenen
degerlerinin sifir oldugunu gordiik. Benzer yorumlarin (uygun z, y ve z permiitasyonlar: ile)

|S., =), | Sz, &), ve benzerleri i¢in yapilabilecegini bir ahgtirma olarak dogrulayabilirsiniz.



Kuantum mekaniginin {gclincii postiilasi, fiziksel bir sistemin matematiksel gosteriminin
gerceklikle baglanti kurdugu yerdir. Deneylerle test edilebilecek/kiyaslanabilecek 6ngoriiler
saglar. Uciincii postiilanin, kuantum mekaniginin fiziksel ¢iktisini olasiliklar (6zellikle, bekle-
nen degerler) cinsinden verdigini not edin. Aslinda, gorecegimiz gibi, kuantum mekaniginin

biitiun fiziksel ongoriileri 6ziinde olasiliksaldir.

Uciincii postiila sadece istatistiksel ortalamalar, yani beklenen degerler, veriyorken spin gibi
birgeyin Ol¢limiiniin cesitli sonuclarina ait olasiliklar: dogrudan nasil gorebiliriz? Soyle ilerleriz.
Diyelimki = h/2’de 1 degerini alan ve bunun diginda yok olan bir f(x) fonksiyonu olsun.*
Bir gozlenebilir, mesela f(.S;), diigiintin ki hentiz bir iglemci degil ama deneysel erigilebilen bir
gozlenebilir olarak goriiliiyor. Dolayisiyla, f(.S;), « ekseni boyunca spin yukar: i¢in bir dedektor
gibidir — = dogrultusunda spin % oldugunda bir, degilse sifir degerini verir. Eger tekrar tekrar
deneysel bir durum kuruldugunu ve f(S;)’in 6l¢iildiigiinti disiiniirseniz (gok sayida deney lim-
itinde) f(S;)’in beklenen degerinin tam olarak S,’in //2 degerine sahip olma olasiligina esit
olacagim goriirsiintiz. (ahgtirma) Daha genel olarak, S,’in herhangi R gergel say1 araliginda
olma olasiligr R kiimesinin karakteristik fonksiyonunun beklenen degeridir. Agikga, diger her-
hangi bir spin bilegeni i¢in aynisin1 yapabiliriz. Boylelikle, bir beklenen deger hesaplayarak
bir olasilik bulabiliriz ki f(S;)’i nasil temsil edecegimizi buldugumuz taktirde bunu nasil ya-

pacagimizi biliyoruz. Simdi, bunu nasil yapacagimizi gorelim.

Genellikle, ON |i) 6zvektor bazi ve a; Ozvektorleri ile bir A Hermitesel islemcisi ve bir
gercel degerli h(x) fonksiyonu verildiginde, tayfsal ayrigimini kullanarak bir A(A) kendine eglenik
islemcisi tamimlayabiliriz. h(A)'nn 6zvektorlerininin A’ninkilerle ayni olmasini ve ézdegerlerinin

h(a;) olmasini istiyoruz. Agikga,

B(A) = 3 hlas) i i

tayfsal ayrigimim arzu ediyoruz. Kolayca, |i)’nin h(A) mn 6zvektorlerini (bazini) h(a;) 6zdegerleri
ile olusturacagini kontrol edebilirsiniz. Boylelikle g6zzlemlenebilirlerin fonksiyonlarini tayfsal
ayrigimlar ile tammlariz. Bilhassa, x = /2 noktasi igin f karakteristik fonksiyonu verildiginde

f(Sz) islemcisini tayfsal ayrigim ile tanimbyoruz :

F(52) = FOSe, 4008+ + £ 0[S, =S —| = IS0, (S +]

Simdji, tiglincii postiilaya gore f(S;)’in beklenen degerlerinin hesaplanmasi ile, agagidaki olasilik

dagilimlarimin ortaya giktigi kolayca goriilebilir. (glizel ahigtirmal)

Durum: |S,,£) — Prob(S, = £h/2) =1/2, Prob(S, = Fh/2) =1/2

Durum: |Sz,£) — Prob(Sy; = £h/2) =1, Prob(Sy; = Fh/2) =0

*Boyle bir fonksiyon = h/2 kiimesi i¢in karakteristik fonksiyon olarak adlandirilir.



Durum: |Sy, £) — Prob(S, = +h/2) =1/2, Prob(S, = Fh/2) =1/2

S’nin diger bilesenleri ile benzer oyunlari kolayca oynayabilirsiniz. Istediginiz herhangi
bir durumdaki olasiliklar1 da (beklenen degerler yoluyla) durumu |+) bazinda agarak ve bazin
ortonormalligini kullanarak beklenen degerleri bulup hesaplayabilirsiniz. Hog bir aligtirma olarak
durum vektoriiniin

W) = al+) +0]=),  lal’ + [P =1,

formunu aldiginda S, i¢in /2 elde etme olasihginin |a|? ile verilirken —h /2 elde etmenin olasiliginin

|b|? ile verilecegini ispatlayabilmelisiniz. Boylandirma kogulunun

1= (¢ly) = |af® + [b]”
olasiliklarin toplamini bire garantiledigini not edin.

Bu, S, icin herhangi bir bagka degerin elde edilme olasiliginin sifir olmasi1 gerektigine isaret
ediyor. Haydi bunu dogrudan ispatlayalim. g(x) +h/2’de yok olan bir fonksiyon olsun yani
spin iglemcilerinin herhangi birinin 6zdegerlerinde yok olsun. Spinin herhangi bir bilegeni, Si ve

herhangi bir |¢) durumu igin
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elde ederiz. Bilhassa, eger ¢’yi Si’'min tayfin1 icermeyen herhangi bir kiimenin karakteristik
fonksiyonu olarak secerseniz beklenen deger — Sj 'min bu kime i¢inde bulunma olasiligr — sifir
olur. Boylece, bir gozlenebilire ait él¢iimin yegane sonucun, onun tayfinin bir elemant yani

ozdegerlerinden biri olacagim goriiriz.

Buraya kadarki sonuclar genellegtirilerek ifade edilecek kadar énemlidir. Kendine eglenik A
iglemcisi ile temsil edilen bir gozlenebilire ait Slgiimiin tek olasi sonucu A'nin 6zdegerlerinden
biridir. [|¢) (birim) vektorii ile temsil edilen bir durum ve A (ile temsil edilen) gozlenebiliri
verildiginde
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(2
yazabiliriz. Burada
Ali) = a;li) .

Eger dejenerelik yoksa, A (ile temsil edilen gozlenebilir) 6lgtimiinden a; degerinin elde edilme

olasihgr |(i[¢)[*’dir. Eger dejenerelik varsa, a; elde edilme olasihgt > [(j, ai¢)|* ile verilir.

Burada toplam, a;'nin alt uzayma bagh |j, a;) ON baz iizerinden yapilir.



