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FONKS�YON C�S�MLER�

Karma³�k t-düzlemini T , ve t ye ba§l� rasyonel fonksiyonlar cismi C(t) yi F
ile gösterelim. F nin elemanlar�, p ile q karma³�k polinomlar ve q 6= 0 olmak üzere
p(t)/q(t) kesirleridir. Fonksiyon cisimleri, F nin sonlu cisim geni³lemeleridir.

K, F = C(t) üzerinde derecesi n olan bir fonksiyon cismi ve α bu geni³le-
menin ilkel eleman� olsun. f , K = F (α) ile F [x]/(f) izomorf olacak biçimde, α
için F üzerindeki indirgenemez polinom olsun. Katsay�lardaki paydalar� temiz-
leyerek, f yi C[t, x] içinde bir indirgemez polinoma dönü³türüp

(2) f(t, x) = an(t)xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1(t)x+ a0(t),

biçiminde yazar�z. Burada t ye ba§l� ai(t) polinomlar�n�n ortak böleni 1 dir. f
polinomunun α ilkel eleman�n�n seçimine ba§l� oldu§unu hat�rlamak önemlidir.

Bir f(t, x) polinomunun Riemann yüzeyi X, karma³�k (t, x)-uzay� C2 içinde
f nin s�f�rlar�n�n olu³turdu§u geometrik yerdir. x e ba§l� derecesi n olan bir
f(t, x) polinomunun Riemann yüzeyi T nin bir n-yaprakl� çatall� örtüsüdür.
Çatal noktalar�, üzerinde X in n den az noktas� olan t = t0 noktalar�d�r. Bunlar,
f ile ∂f

∂x in ortak çözümünün oldu§u noktalard�r.

Esas olarak, Riemann yüzeyleri hakk�nda söyledi§imiz her ³ey, sonlu say�da
noktan�n d�³�nda geçerlidir. Dolay�s�yla, ³u gösterimi kullan�r�z: X sonsuz bir
kümeyse, X ′, özellikle belirtilmemi³ bir 4 sonlu altkümesinin X den ç�kar�lmas�
ile elde edilen kümeyi gösterir:

(1) X ′ = X−(de§i³ken sonlu küme).

�lerlerken, a³a§�daki basit örnek hep elimizde olacak,

(3) f(t, x) = x2 − t.

Bu polinomun Riemann yüzeyi sayfa 518'de çizilmi³tir.
K ve L cisim geni³lemelerinin izomor�zmi, F üzerinde birim fonksiyon olan

ϕ : K → L cisimlerinin cisim izomor�zmidir.
T nin çatall� örtülerinin X → Y izomor�zmi, bu yüzeylerin T ye izdü³ümleri

ile uyumlu olan sürekli, bire-bir ve örten θ : X ′ → Y ′ fonksiyonlar�d�r. Buradaki
üsler, θ fonksiyonunun tan�ml� olmas� için X ve Y den ç�karmay� bekledi§imiz
sonlu say�daki noktaya i³aret etmektedir.

Gev³ek bir biçimde ifade edecek olursak, e§er S′ yol ba§lant�l�ysa, bir π : S →
T çatall� örtüsünü de yol ba§lant�l� olarak adland�r�r�z. Bu, S nin yeterince büyük
her 4 sonlu altkümesi için, S −4 kümesinin yol ba§lant�l� olmas� demektir.

S�radaki teorem F nin cisim geni³lemelerini tan�mlar. Bu teoremin kan�t�, ne
yaz�k ki burada sunmak için çok uzundur.

Teorem 4. [Riemann Varl�k Teoremi]
(a) f(t, x) indirgenemez bir polinom olsun. f nin Riemann yüzeyi, T nin bir
yol ba§lant�l� çatall� örtüsüdür.
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(b) S, T nin bir yol ba§lant�l� çatall� örtüsü olsun. Riemann yüzeyi S ye izomorf
olan indirgenemez bir f(t, x) polinomu vard�r.
(c) f(t, x) ile g(t, x) indirgenemez polinomlar, K ile L bunlar�n tan�mlad�§�
cisim geni³lemeleri ve X ile Y yine bunlar�n tan�mlad�§� Riemann yüzeyleri
olsun. K ve L nin, F nin izomorf cisim geni³lemeleri olmas� için gerek ve yeter
ko³ul X ve Y nin, T nin izomorf çatall� örtüleri olmas�d�r.

Bu teorem, iki polinomum tan�mlad�§� cisim geni³lemelerinin izomorf olup ol-
mad�klar�na karar vermeyi sa§layan bir yöntem sunar. S�k s�k kullan�labilecek
basit bir kriter, çatal noktalar�n�n çak�³mas� gerekti§idir. Ancak, T nin bir S
çatall� örtülüsü verilirse, Riemann yüzeyi S olan bir polinom bulmak zor olabilir.
Bir çok polinom izomorf cisim geni³lemeleri tan�mlar, fakat beklenenin aksine,
bir çok seçenek oldu§unda bunlardan birini bulmak genellikle daha zorla³�r.

(c) seçene§inin bir k�sm�n� göstermek görece daha kolayd�r:

Önerme 5. f(t, x) ile g(t, y) indirgenemez polinomlar, ve X ile Y , K = F [x]/(f)
ile K = F [y]/(g) cisim geni³lemelerine kar³�l�k gelen Riemann yüzeyleri ol-
sun. Cisim geni³lemelerinin bir ϕ : K → L izomor�zmi, Riemann yüzeylerinin
θ : X → Y izomor�zmini tetikler.

Proof. t de§i³kenini geçici olarak dü³ürelim ve f(t, x) yerine f(x), vb. yazal�m. ϕ
izomor�zmi, g(y) nin K içinde, bir b(x) polinomunun modulo (f) kalan� olarak
gösterilebilecek bir β kökünü verir. θ : X → Y fonksiyonu, θ(t, x) = (t, b(x))
biçiminde tan�mlan�r.

g(β) = 0 oldu§undan, g(b(x)) eleman� F [x] nin (f) ideali içerisindedir.
Dolay�s�yla, g(b(x)) = h(x)f(x) e³itli§ini sa§layan bir h(x) polinomu vard�r.
t de§i³kenini gösterimde tekrar yerine koyarsak,

(6) g(t, b(x, t)) = h(t, x)f(t, x)

elde ederiz. (t, x),X in bir noktas�ysa, f(t, x) = 0 ve g(t, b(t, x)) = h(t, x)f(t, x) =
0 olur, ve bu nedenle θ(t, x), Y nin bir noktas� olur. K ve L nin rolleri de§i³ti-
rilerek ters fonksiyon elde edilir.

b(x) ve h(x) katsay�lar� F den polinomlar oldu§undan, paydalarda t ye ba§l�
polinomlar yer alabilir. Bu nedenle, θ baz� noktalarda tan�ms�z olabilir.

Kes ve Yap�³t�r

�Kes ve Yap�³t�r� bir çatall� örtüyü in³a etmek veya bozmak için kullan�lan bir
yöntemdir.

x2− t polinomunun Riemann yüzeyi olan X örne§imize geri dönelim. X i, sayfa
518'deki ³eklin iki katl� yeri olan negatif gerçel eksen boyunca açarsak, bir parças�
re x > 0 ve di§er parças� re x < 0 olan iki parçaya ayr�l�r. Kesti§imiz yer boyunca
ne oldu§unu ihmal edersek, bu parçalardan her birinin t-düzlemi T ye bijektif
izdü³ümleri vard�r.
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Bu prosedürü tersine çevirerek, X e izomorf bir çatall� örtüyü ³u ³ekilde
olu³turabiliriz: T nin üzerine karma³�k düzlemin iki kopyas� olan S1 ve S2 yi
yerle³tirelim ve negatif gerçel eksen olan (−∞, 0] boyunca bunlar� keselim. T
nin bu kopyalar�, yaprak lar olarak adland�r�lacak. Daha sonra, S1 in �A yönü�nü,
S2 nin �B yönü�ne ve ayn� biçimde �B Yönü�nü �A Yönü�ne yap�³t�ral�m (Sayfa
520'deki ³ekle bak�n�z). Bu yap�³t�rmay�, yüzeyin kendisini kesmesine izin ver-
meden yapabilmek için dört boyuta ihtiyaç duyar�z.

n-yaprakl� bir S → T çatall� örtüsünün verildi§ini varsayal�m, ve p1, ..., pk
T deki çatal noktalar�n�n kümesi olsun. ν = 1, ..., k için pν noktas�ndan sonsuza
giden birbirleriyle kesi³meyen Cν yar� do§rular� seçeriz. T yi Cν yar� do§rular�
boyunca ve S yi de bu yar� do§rular�n üzerinde yer alan tüm noktalarda keserek
aç�k hale getiririz (sayfa 521'e bak�n�z).

Keserek aç�k hale getirmek ile neyi kastetti§imizi daha belirginle³tirmeliyiz.
T yi keserek aç�k hale getirmekle, Cν yar� do§rular� üzerindeki pν de dahil tüm
noktalar� ve S yi keserek aç�k hale getirmekle ise bu yar� do§rular üzerindeki
tüm noktalar� ç�kartt�§�m�z konusunda anla³al�m.

Lemma 7. S, Cν yar� do§rular� üzerinde kesilerek aç�k hale getirildi§inde, her
birinin izdü³ümü, kesilmi³ T düzlemine bijektif olan n tane rasgele numara-
land�r�lm�³ S1, ..., Sn yapra§�n�n birle³imi olacak biçimde bile³enlerine ayr�l�r.

Bu do§rudur, çünkü birincisi, kesilmi³ yüzey S, kesilmi³ yüzey T nin çatall�
olmayan bir örtü uzay�d�r ve ikincisi, T deki yar� do§rular�n tümleyeni basit
ba§lant�l� bir kümedir. Basit ba§lant�l� bir kümenin çatall� olmayan örtüsünün
bile³enlerine ayr�lmas� sezgisel olarak akla yak�n gelir. Bir p noktas�n� kapsayan
yaprak, kesik k�s�mlar üzerinden geçmeyen bir yol üzerinden p ile birle³tirilebilen
bütün noktalar� kapsar. Bunun kan�t�, [Munkres, Topoloji sayfa 342, Al�³t�rma
8] içinde al�³t�rma olarak verilmi³tir.

�imdi, S yüzeyini yeniden olu³turmak için kesilmi³ T düzleminin n kop-
yas�n� alal�m, bunlar� �yaprak� olarak adland�r�p S1, ..., Sn olarak etiketleyelim.
Bunlar� T üzerine yerle³tirelim. Kesikler d�³�nda, bu yapraklar�n birle³imi çatall�
örtümüzdür ve S yi yeniden olu³turmak amac�yla yapraklar� kesikler boyunca
yap�³t�rmak için bir kural tan�mlamal�y�z.

T üzerinde pν noktas�n�n etraf�na saatin ters yönünde bir daire çizeriz (sayfa
521'e bak�n�z) ve Cν yar� do§rusunun Cν yü kesmeden önce geçti§imiz yönünü
�yön A� ve kestikten sonra geçti§imiz yönünü �yön B� olarak adland�r�r�z. Benzer
biçimde bir Si yapra§� üzerinde bunlara kar³�l�k gelen yönleri s�ras�yla Ai ve Bj
olarak adland�r�r�z. O zaman, S için yap�³t�rma kural�, Ai nin, bir j için Bj ile
yap�³t�r�lmas� anlam�na geliyor. Bu kural, 1, ..., n indekslerinin i yi j ye gönderen
σν permütasyonu ile tan�mlan�r.

Rasgele σν permütasyonlar�n� kullanarak bir örtü in³a edebilece§imiz oldukça
aç�kt�r. Sadece, çatal noktalar�n�n kendisinde ne olaca§� aç�k de§ildir. Belirsizli§i
ortadan kald�rmak için, çatal noktalar�n� ve bunlar�n üzerinde yatan noktalar�
ihmal ederiz.

Çatallanma Verisi. ν = 1, ..., k için 1, ..., n indekslerinin bir σν permütasy-
onu.
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Yap�³t�rma Aç�klamalar�. σν(i) = j ise, Cν boyunca Ai yönünü Bj yönü ile
yap�³t�r�n�z.

Yap�³t�rma tamamland�§�nda kesik yer kalmaz ve yapraklar�n birle³imi bir örtü
verir. Sayfa 518'de gösterilen Riemann yüzeyi için oldu§u gibi, elde edilen, ken-
disini kesmeyen yüzeyin gömülmesi için de dört boyuta ihtiyaç vard�r.

E§er σν permütasyonu birim permütasyonsa, her yapra§�n Cν boyunca ken-
disine yap�³t�r�ld�§�n� belirtelim. Bu durumda, pν noktas�n�n �gerçek� bir çatal
noktas� olmad�§�n� söyleriz.

S�radaki sonuç tart�³may� özetlemektedir:

Sonuç 8. Her n-yaprakl� S → T çatall� örtüsü, kes ve yap�³t�r i³lemi ile in³a
edilmi³ olanlardan birine izomorftur. 2

Yapraklar�n numaraland�r�lmas�n�n rasgele oldu§unu ve Riemann yüzeyi için
�en üst yaprak� gibi bir kavram�n içsel bir anlam� olmad�§�n� belirtmek önemlidir.
E§er bir en üst yüzey olsayd�, x fonksiyonunu, bu yapraktaki de§erini seçerek
tek de§erli bir fonksiyon olarak tan�mlayabilirdik. Bu ancak Riemann yüzeyi
kesilerek aç�k hale getirildikten sonra yap�labilir. Esas nokta budur: Yüzey üze-
rinde dola³mak bizi bir yapraktan bir yapra§a sürükler.

Yapraklar�n rasgele numaraland�r�lmas�n�n d�³�nda, σν permütasyonlar� S
örtüsü taraf�ndan biricik olacak biçimde belirlenir. Numaraland�rman�n bir ρ
permütasyonu ile de§i³tirilmesi, her σν permütasyonunu ρσνρ

−1 e³leni§i ile
de§i³tirecektir.

Sonuç 9. Kes ve yap�³t�r i³lemi ile, ayn� pν noktalar� ve Cν yar� do§rular� kul-
lan�larak in³a edilmi³ çatall� örtüler X ve Y olsun. Yap�³t�rma verisi ile tan�m-
lanan permütasyonlar, s�ras�yla σν ve τν olsun. X ve Y nin izomorf çatall�
örtüler olmas� için gerek ve yeter ko³ul, her ν için τν = ρσνρ

−1 e³itli§ini
sa§layan bir ρ permütasyonunun olmas�d�r. 2

Önerme 10. Kes ve yap�³t�r ile in³a edilmi³ S çatall� örtüsünün yol ba§lant�l�
olmas� için gerek ve yeter ko³ul, σ1, ..., σk permütasyonlar�n�n, yapraklar küme-
sine geçi³ken olarak etki eden, simetrik grubun bir H altgrubunu üretmesidir.

Kan�t. Her Si yapra§� yol ba§lant�l�d�r. σν permütasyonlar�ndan biri i indeksini
j ye gönderiyorsa, Si ve Sj yapraklar� Cν boyunca yap�³t�r�l�r. Bu durumda,
Si nin bir noktas�ndan Sj nin bir noktas�na kesik üzerinden giden k�sa bir yol
olacakt�r. Yapraklar�n kendileri yol ba§lant�l� oldu§undan, Si ile Sj nin herhangi
iki noktas� bir yolla birle³tirilebilir. Dolay�s�yla, S nin yol ba§lant�l� olmas� için
gerek ve yeter ko³ul, her i, j indeks çifti için, i = i0 → i1 → ...→ ir = j ko³ulunu
sa§layan bir σν permütasyonlar� dizisinin olmas�d�r. Bunun do§ru olmas� için
gerek ve yeter ko³ul, H grubunun geçi³ken olarak etki etmesidir. 2

Permütasyonlar� Hesaplamak
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Bir Riemann yüzeyinin yap�³t�rma verisini tan�mlayan σν permütasyonlar�n�
belirlemek ortaya iki problem ç�kar�r. Birincisi �yerel problem�. Her çatal nok-
tas� p de, bu noktan�n etraf�na bir daire çizildi§inde olu³an, yapraklar�n σ per-
mütasyonunu belirlemeliyiz. Gördü§ümüz gibi, σ, yapraklar�n numaraland�r�l-
mas�na dayan�r. �kincisi, yapraklar�, her çatal noktas� için oldu§u biçimde nu-
maraland�rd�§�m�za emin olmal�y�z.

Yerel problem çözülebilir, fakat karma³�k durumlarda say�y� elle kontrol et-
mek zordur. Ku³kusuz, bilgisayarla bir problem olmayacakt�r. Bilgisayar�n yap-
t�§� ³udur. Kesik düzlem T içinde, bir b �taban noktas�� seçer ve f(b, x) polinomu-
nun n farkl� kökünü uygun bir kesinlikle nümerik olarak hesaplar. Bu kökleri ras-
gele bir biçimde, diyelim γ1, ..., γn olarak numaraland�r�r ve γi kökünü kapsayan
yapra§� Si olarak adland�rarak, yapraklar� etiketlendirir. Daha sonra, bir çatal
noktas� olan pν noktas�n�n yak�n�ndaki bν noktas�na, kesiklerden geçmemeye
özen göstererek gider. γi kökleri sürekli olarak de§i³ir ve bilgisayar, bu de§i³imi
her küçük ad�mda yeniden kök hesaplayarak takip edebilir. Bu, ona bν noktas�n-
daki yapraklar� nas�l etiketlendirece§ini söyler. Daha sonra, σν permütasyonunu
belirlemek için, bilgisayar pν etraf�nda saatin ters yönünde bir yol takip eder
ve yol boyunca kökleri yeniden hesaplar. Yol, Cν kesi§inden geçti§inden, bν
noktas�na geri döndü§ünde, köklere σν permütasyonu etki edecektir. Söylemek
gereksiz, bunu elle yapmak inan�lmaz zordur. Daha sonra sunaca§�m�z örnek-
lerde bunun üstesinden gelmenin yollar�n� bulaca§�z.

Yerel problemin, tam olmayan bir analizini verelim. Yöntemimiz, Riemann
yüzeyini, bildi§imiz bir ba³kas� ile, bir ba³ka deyi³le yk − t polinomunun Y
Riemann yüzeyi ile ili³kilendirerek permütasyonu belirlemektir. Bu, T nin sadece
orijinde çatall� olan bir k-yaprakl� örtüsüdür ve yapraklar�n uygun bir numa-
raland�r�lmas� ile permütasyon çevrimsel olacakt�r. Bunu görmek için, T deki
orijin etraf�ndaki bir çembersel yolu t = reiθ olarak parametrize edelim. yk = t
oldu§undan, Y nin bu yol üzerinde yatan k�sm�n� ρk = r ve kη = θ olmak
üzere y = ρeiη biçiminde parametrize edebiliriz. Daha sonra, e§er t = r, y = ρ
noktas�ndan ba³larsak, η n�n de§eri 0 dan 2π ye de§i³ti§inde T deki çembersel
bölge orijinin etraf�nda k kez döner. Bu, yapraklar�n permütasyonunun çevrimsel
oldu§unu gösterir.

Bir Riemann yüzeyinin, Puiseux serisi olarak bilinen, t nin kesirli üslerine
ba§l� bir kuvvet serisi taraf�ndan yerel olarak parametrize edildi§i bilinmekte-
dir. Bu seriler oldukça karma³�kla³abilir. Bu nedenle, s�k s�k kullan�lan bir özel
durum ile yetinece§iz.

f(t, x) = 0 ile verilen Riemann yüzeyi X, ve X in bir çatal noktas� t0 olsun.
t = t0 � yerine koydu§umuzda, tek de§i³kenli bir f0(x) = f(t0, x) elde ederiz.

Önerme 11. Yukar�daki gösterimle, x0 f
0(x) polinomunun bir kökü olsun.

• x0 �n f0(x) in k-katl� bir kökü oldu§unu,
• ∂f∂t k�smi türevinin (t0, x0) noktas�nda 0 olmad�§�n�

varsayal�m. Bu durumda, t0 noktas�ndaki yapraklar�n permütasyonu bir k-çevrimdir.

Kan�t. (t0, x0) noktas�n� orijine ta³�mak için de§i³kenleri de§i³tiririz ve
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(12) f(t, x) =
∑
aijt

ixj

yazar�z. Birinci madde, a0j katsay�lar�n�n j < k için 0 ve a0k 6= 0 oldu§unu
söyler. �kinci madde, a10 6= 0 oldu§unu söyler. Dolay�s�yla, u(0) 6= 0 ve v(0, 0) 6=
0 olmak üzere f polinomu

(13) f(t, x) = xku(x)− tv(t, x)

biçimde yaz�l�r.
Herhangi bir s karma³�k say�s� için, (1 + z)s terimi

(14) (1 + z)s = 1 +

(
s
1

)
z +

(
s
2

)
z2 + ...

|z| < 1 için yak�nsayan bir binom serisi aç�l�m�na sahiptir. Burada,

(15)
(
s
k

)
= s(s−1)···(s−k+1)

k(k−1)···1

dir.
ϕ(t, x) = u

v olsun. ϕ(0, 0) 6= 0 oldu§undan, uygun bir c skaleri ve z = z(t, x)
fonksiyonu için ϕ = c(1+z)ϕ yazabiliriz. Daha sonra, s = 1

k ve ψ(t, x) = ϕ(t, x)s

olmak üzere,

(16) xkψk = t

e³itli§i yaz�labilir. Birimin kökü ile ilgili bir belirsizlik olsa da, kökleri uygun bir
biçimde seçerek ve yk = t e³itli§ini de kullanarak, y = xψ(t, x) elde ederiz. Bu
e³itlik Y Riemann yüzeyinden X e bir yerel izomor�zm tan�mlar. 2

Örnek 17. f(t, x) = x2 − t3 + t ve ∂f
∂x = 2x dir. Bu nedenle, X iki yaprakl�

bir örtüdür. Üç tane çatal noktas� vard�r, t = 0, t = 1 ve t = −1. Ayr�ca,
∂f
∂t = −3t2 + 1 oldu§undan, tüm çatal noktalar�nda Önerme 11 kullan�labilir.
Dolay�s�yla, bu noktalar�n her birindeki yapraklar�n permütasyonu (1 2) trans-
pozisyonudur. Bu durumda, yapraklar�n numaraland�r�lmas� konusunda dikkatli
olmam�za gerek yoktur, çünkü yer de§i³tirmek transpozisyonu de§i³tirmeyecek-
tir.

Örnek 18. f(t, x) = x3 − 3x + t ve ∂f
∂x = 3x2 − 3 dür. Burada X üç yaprakl�

bir örtüdür. Çatal noktalar� p1 : t = 2 ve p2 : t = −1 dir. ∂f∂t = 1 oldu§undan,
yine Önerme 13 kullan�labilir.

p1 noktas�ndaki σ1 permütasyonunu belirlemek için, f polinomunda t = 2
yerle³tirerek x3−3x+2 = (x−1)2(x−2) elde ederiz. (2, 1) noktas�nda çift kat kök
vard�r. ∂f∂t hiçbir yerde 0 olmad�§�ndan, σ1 permütasyonu 2-çevrim içerir ve üç
indeksin bir permütasyonu oldu§undan bir transpozisyondur. Benzer biçimde,
σ2 de bir transpozisyondur.
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Yapraklar� σ1=(1 2) olacak biçimde numaraland�rabiliriz. X yol ba§lant�l�
oldu§undan, σ1 ve σ2 bir geçi³ken permütasyonlar grubu üretir. Dolay�s�yla, σ2
(2 3) veya (1 3) olmal�d�r. S1 ve S2 olarak adland�r�lan yapraklar� de§i³tirmek σ1
permütasyonunu etkilemeyecek, fakat di§er iki transpozisyonun yerlerini de§i³-
tirecektir. Bu nedenle uygun bir numaraland�rmayla, σ1 = (1 2) ve σ2 = (2 3)
elde ederiz.

Örnek 19. f(t, x) = x3 − t(t − 1)2 ve ∂f
∂x = 3x2 dir. X yine üç yaprakl� bir

örtüdür. Çatal noktalar� t = 0 ve 1 dir. f(0, x) ve f(1, x) in ikisinin de üç katl�
kökleri vard�r. ∂f∂t = 3t2 − 4t+ 1 k�smi türevi t = 0'da 0 de§ildir, bu nedenle bu
noktada yapraklar�n permütasonu çevrimseldir. Uygun bir numaraland�rmayla,
σ0 olarak adland�raca§�m�z t = 0 noktas�ndaki permütasyon (1 2 3) olacakt�r.

Fakat, t = 1 noktas�nda problemler vard�r. Öncelikle, ∂f∂t k�smi türevi t = 1
noktas�nda s�f�rd�r. Ayr�ca, ikinci noktadaki yapraklar�n numaraland�r�lmas�n�
nas�l kontrol edebiliriz? Bir önceki örnekte, permütasyonlar� belirlemek için Rie-
mann yüzeyinin yol ba§lant�l� oldu§unu bilmek yeterliydi. Bu bize burada bir
bilgi vermez, çünkü σ0 yapraklaran geçi³ken olarak etki eder.

Sadece en basit durumlarda çal�³an bir �kri kullanal�m. Fikir, geni³ bir Γ
çemberi etraf�nda yürüyerek elde etti§imiz permütasyonu hesaplamakt�r. Sayfa
521'deki ³ekile tekrar bakarsak, büyük bir çembersel yolun her kesikten bir kez
geçece§ini görürüz. C1 kesi§inin sa§�ndan ba³lad�§�m�z� dü³ünürsek, yapraklara
σr · · ·σ2σ1 çarp�m permütasyonu etki edecektir. Elimizdeki durumda bu σ1σ0
d�r. Bu permütasyonu belirleyebilirsek, σ0 � bildi§imizden, σ1 i de elde edebile-
ce§iz.

u = t−1 de§i³ken de§i³ikli§ini yapal�m. T düzleminin sonsuzdaki noktas�
u = 0 d�r. 0 ≤ θ ≤ 2π ve r büyük olmak üzere t = reiθ yolu, oryantasyonun
tersine çevrilmi³ olmas� d�³�nda, ∞ etraf�ndaki küçük u = r−1e−iθ çembersel
yolu ile ayn�d�r. Yol, ∞ etraf�nda, saatin ters yönünde bir çember çizer. Bu yön
de§i³ikli§inin etkisi, σ1σ0 permütasyonunu tersiyle de§i³tirmektir:

f(t, x) polinomunda t = u−1 yerle³tirelim:

(20) f(u−1, x) = x3 − u−1(u−1 − 1)2

Payday� temizlersek, (ux)3 = (1− u)2 elde ederiz. x = u−1y yerle³tirirsek:

(21) f(t−1, t−1x) = h(u, y) = y3 − (1− u)2.

u, 0 ve∞ dan farkl� oldu§unda, (t, x) = (u−1, u−1y) nin tersi vard�r. Dolay�s�yla,
f = 0 ve h = 0 ile tan�mlanan Riemann yüzeyleri izomorftur.

u = 0 noktas�n�n üzerine bakarsak, h(0, y) nin üç kökü oldu§unu görürüz:
1, ω, ω2. Dolay�s�yla, ∞ bir çatal noktas� de§ildir. Bu (σ1σ

−1
0 ) = 1 oldu§unu

gösterir. σ0 = (1 2 3) oldu§undan, σ1 = (3 2 1) dir.
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