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Permütasyonlar

Bu not çevrim gösterimi ve permütasyonlar�n bile³kesi ile ilgilidir.

Öncelikle iki küme aras�ndaki f : U → V fonksiyonu için kullan�lan terminolojiyi
tekrar edelim.
• f Birebir : u1, u2 U nun elemanlar� ve u1 6= u2 ise, f(u1) 6= f(u2) dir.
• f Örten: Her v ∈ V eleman� için, f(u) = v e³itli§ini sa§layan bir u ∈ U

eleman� vard�r.
• f Bijektif : Hem birebir hem örtendir.

Bijektif fonksiyonlar�n iki önemli özelli§i ³unlard�r:

Önerme 1. f : U → V fonksiyonunun bijektif olmas� için gerek ve yeter ko³ul,
f nin, f ◦ g : V → V birim fonksiyonu ve g ◦f : U → U birim fonksiyonu olacak
biçimde g : V → U ters fonksiyonuna sahip olmas�d�r. 2

Önerme 2. f : U → V fonksiyonu ayn� say�da elemana sahip sonlu kümeler
aras�nda olsun: |U | = |V |. f nin bijektif olmas� için gerek ve yeter ko³ul f
nin birebir olmas�d�r, ve ayn� zamanda yine gerek ve yeter ko³ul f nin örten
olmas�d�r. 2

Bir U kümesinden kendisine olan bijektif fonksiyon, U nun bir permütasyonu
olarak adland�r�l�r. Örne§in, a³a§�daki tablo

(2)
p : 1 2 3 4 5 6 7 8

f(p) : 3 6 2 5 4 8 7 1

dik olarak p(1) = 3, p(2) = 6, vb. biçiminde okundu§unda U = {1,...,8}
kümesinin bir permütasyonunu gösterir.

Bir U kümesinin permütasyonlar�, üzerindeki i³lem fonksiyonlar�n bile³kesi olarak
tan�mlanan Perm(U) grubunu olu³turur

{1,2,...,n} kümesinin permütasyonlar�n�n grubu simetrik grup olarak adland�r�l�r
ve Sn ile gösterilir. n elemanl� bir kümenin n! permütasyonu vard�r. Bu nedenle,
Sn nin |Sn| mertebesi, yani eleman say�s� n! dir.

Bu notun kalan k�sm�, simetrik grupla çal�³�ld�§�nda kullan�lan çevrim gös-
terimini aç�klamaktad�r.

p, {1, 2, ..., 8} kümesinin bir permütasyonu olsun. Rasgele bir indeks, örne§in
2 seçelim. Diyelim ki, yukardaki örnekte oldu§u gibi, p(2) = 6, p(6) = 8, p(8) =
1, p(1) = 3, ... :

2→ 6→ 8→ 1→ 3...

�ndeksler kümesi sonlu oldu§undan, bir dizi bir indeksi tekrar etmeden sonsuza
dek devam edemez. Örne§in, p(3) ün, bu dizide yer alan 2,6,8,1,3 indekslerinden
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biri oldu§unu varsayal�m. p(2) = 6 ve p birebir oldu§undan p(3) 6= 6 oldu§unu
söyleriz. Benzer ³ekilde, p(3) 6= 8, 1, 3. Dolay�s�yla, p(3) = 2 dir:

2→ 6→ 8→ 1→ 3→ 2

Bu dizi 5-çevrim olarak adlad�r�l�r ve (2 6 8 1 3) ile gösterilir.

Bu çevrim (2) de verilen permütasyon p nin bir parças�n� tan�mlar, fakat bu
tan�m� tamamlamak için kalan üç indeks olan 4, 5, 7 den de çevrimler olu³-
turmal�y�z. Bunlar iki çevrim olu³tururlar, birincisi transpozisyon veya 2-çevrim
olan (4 5) ve ikincisi sabit indeks veya 1-çevrim olan (7). Genel bir kabul olarak,
gösterimde 1-çevrimler yer almaz. Dolay�s�yla, permütasyonu

(4) p = (2 6 8 1 3)(4 5)

biçiminde yazar�z. Bu gösterimde her indeks en fazla bir kez görülür ve görün-
meyen indeks olan 7 permütasyon taraf�ndan sabit b�rak�l�r. (Bahsi geçen genel
kabulün belirsizli§e yol açmamas� için, çal�³t�§�m�z indeks setini bilmemiz gerek-
mektedir.)

Çevrim gösteriminin küçük bir eksi§i biricik olmamas�d�r, çünkü bir çevrimde
yer alan herhangi bir indeks ile ba³lanabilir:

(5) p = (2 6 8 1 3) = (6 8 1 3 2) = (8 1 3 2 6) = ...,

ve ikincisi, ayr�k indekslerden olu³an çevrimlerin hangi s�rayla yaz�ld�§�n�n önemi
yoktur:

(6) p = (2 6 8 1 3)(5 4) = (5 4)(2 6 8 1 3).

�imdi, simetrik gruptaki i³lem olan fonksiyonlar�n bile³kesine dönelim. p, q iki
permütasyonsa, pq, fonksiyonlar�n p ◦ q bile³kesini gösterir. Dolay�s�yla, bir in-
dekse uygulanan ilk permütasyon q dur ve bunu p izler. Kitab�n 6. Bölümü di§er
ters konvansiyonu kullanmaktad�r. Bir ba³ka deyi³le, pq yu �önce p yi uygula,
sonra q yu� ³eklinde okur. Bu notu yazmam�n esas nedeni pq = p ◦ q yu ³u
³ekilde okumak istememdir: �Önce q yu uygula, sonra p yi�.

Örne§in, p = (2 6 8 1 3)(4 5) ve

(7) q = (2 4 7)(1 6 8 5)

oldu§unu varsayal�m.

pq permütasyonunu hesaplamak için bir indeksle, diyelim 1, ile ba³layal�m.
p(q(1)) = p(6) = 8, p(q(8)) = p(5) = 4, vb.

(8) pq = p ◦ q = (1 8 4 7 6)(2 5 3).
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Bu ilk bak�³ta biraz garip görünebilir, çünkü bir çevrim soldan sa§a do§ru
okunurken, permütasyonlar�n bile³keleri sa§dan sola, geriye do§ru çal�³�lmak-
tad�r. Fakat, sonuçta zor de§ildir. Neyse ki, tek bir permütasyonu olu³turan
ayr�k çevrimlerin okunma s�ras�n�n da önemi yoktur. (Bkz. (6)).

Hesab� yapman�n bir yolu q nun çevrim gösterimini p ninkinin soluna yazmakt�r:

(9) p ◦ q = önce q(2 4 7)(1 6 8 5) sonra p(2 6 8 1 3)(4 5).

�imdi indeksleri soldan sa§a izleyebiliriz: �lk olarak 1 → 6 → 8, 8 → 5 →
4, 4→ 7→ 7, vb.

Al�³t�rmalar.

1. Transpozisyonlar�n (2-çevrim) Sn simetrik grubunu üretti§ini gösteriniz.

2. 3-çevrimlerin alterne An grubunu üretti§ini gösteriniz.
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