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Sonbahar 2007
Permiitasyonlar

Bu not gevrim gosterimi ve permiitasyonlarin bilegkesi ile ilgilidir.

Oncelikle iki kiime arasindaki f : U — V fonksiyonu i¢in kullanilan terminolojiyi
tekrar edelim.

e f Birebir: uy,us U nun elemanlar1 ve uy # ug ise, f(u1) # f(ug) dir.

o f Orten: Her v € V elemamni icin, f(u) = v esitligini saglayan bir u € U
elemani vardir.

e f Bijektif: Hem birebir hem Ortendir.

Bijektif fonksiyonlarin iki 6nemli 6zelligi sunlardar:

Onerme 1. f: U — V fonksiyonunun bijektif olmas: icin gerek ve yeter kosul,
f nin, fog:V — V birim fonksiyonu ve go f : U — U birim fonksiyonu olacak
bigimde g : V — U ters fonksiyonuna sahip olmasidar. O

Onerme 2. f : U — V fonksiyonu aym sayrda elemana sahip sonlu kiimeler
arasinda olsun: |U| = |V|. f nin bijektif olmasy igin gerek ve yeter kosul f
nin birebir olmasidir, ve ayni zamanda yine gerek ve yeter kogul f min orten
olmasudar. a

Bir U kiimesinden kendisine olan bijektif fonksiyon, U nun bir permiitasyonu
olarak adlandirihir. Ornegin, agagidaki tablo

@) P :12345678
flp) 36254871

dik olarak p(1) = 3, p(2) = 6, vb. bigiminde okundugunda U = {1,...,8}
kiimesinin bir permiitasyonunu gosterir.

Bir U kiimesinin permiitasyonlar, {izerindeki iglem fonksiyonlarin bilegkesi olarak
tammlanan Perm(U) grubunu olugturur

{1,2,...,n} kiimesinin permiitasyonlarinin grubu simetrik grup olarak adlandirilir
ve S, ile gosterilir. n elemanli bir kiimenin n! permiitasyonu vardir. Bu nedenle,
Sy nin |S,,| mertebesi, yani eleman sayisi n! dir.

Bu notun kalan kismi, simetrik grupla caligildiginda kullanilan ¢evrim gés-
terimini agiklamaktadir.

p, {1, 2, ..., 8} kiimesinin bir permiitasyonu olsun. Rasgele bir indeks, 6rnegin
2 secelim. Diyelim ki, yukardaki érnekte oldugu gibi, p(2) = 6, p(6) = 8, p(8) =
1, p(1)=3, ...:

2-6—-8—-1—3..

Indeksler kiimesi sonlu oldugundan, bir dizi bir indeksi tekrar etmeden sonsuza
dek devam edemez. Ornegin, p(3) iin, bu dizide yer alan 2,6,8,1,3 indekslerinden



biri oldugunu varsayalim. p(2) = 6 ve p birebir oldugundan p(3) # 6 oldugunu
soyleriz. Benzer gekilde, p(3) # 8, 1, 3. Dolayisiyla, p(3) = 2 dir:

2—-6—-8—>1—>3—>2

Bu dizi 5-¢evrim olarak adladirilir ve (2 6 8 1 3) ile gosterilir.

Bu ¢evrim (2) de verilen permiitasyon p nin bir par¢asim tamimlar, fakat bu
tammi tamamlamak igin kalan ii¢ indeks olan 4, 5, 7 den de gevrimler olug-
turmaliy1z. Bunlar iki ¢evrim olustururlar, birincisi transpozisyon veya 2-cevrim
olan (4 5) ve ikincisi sabit indeks veya 1-¢evrim olan (7). Genel bir kabul olarak,
gosterimde 1-gevrimler yer almaz. Dolayisiyla, permiitasyonu

(4) p=(26813)45)

bi¢iminde yazariz. Bu gésterimde her indeks en fazla bir kez goriiliir ve goriin-
meyen indeks olan 7 permiitasyon tarafindan sabit birakilir. (Bahsi gegen genel
kabuliin belirsizlige yol agmamas igin, caligtigimiz indeks setini bilmemiz gerek-
mektedir.)

Cevrim gosteriminin kiigiik bir eksigi biricik olmamasidir, ¢iinkii bir ¢evrimde
yer alan herhangi bir indeks ile baglanabilir:

(5) p=(26813)=(68132)=(81326)=...,

ve ikincisi, ayrik indekslerden olusan gevrimlerin hangi sirayla yazildiginin 6nemi
yoktur:

(6) p=(26813)(54)=(54)(26813).

Simdi, simetrik gruptaki iglem olan fonksiyonlarin bilegkesine dénelim. p, ¢ iki
permiitasyonsa, pq, fonksiyonlarin p o ¢ bilegkesini gosterir. Dolayisiyla, bir in-
dekse uygulanan ilk permiitasyon ¢ dur ve bunu p izler. Kitabin 6. Bolimii diger
ters konvansiyonu kullanmaktadir. Bir bagka deyisle, pg yu “6nce p yi uygula,
sonra ¢ yu’ geklinde okur. Bu notu yazmamin esas nedeni pg = p o ¢q yu su
sekilde okumak istememdir: “Once ¢ yu uygula, sonra p yi”.

Ornegin, p= (2 6 8 1 3)(4 5) ve
(7) ¢=(247)(1685)

oldugunu varsayalim.

pq permiitasyonunu hesaplamak icin bir indeksle, diyelim 1, ile baglayalim.
p(q(1)) = p(6) =8, p(q(8)) = p(5) = 4, vb.

(8) pg=poqg=(18476)(253).



Bu ilk bakigta biraz garip goriinebilir, cilinkii bir cevrim soldan saga dogru
okunurken, permiitasyonlarin bilegkeleri sagdan sola, geriye dogru calhisilmak-
tadir. Fakat, sonugta zor degildir. Neyse ki, tek bir permiitasyonu olugturan
ayrik ¢evrimlerin okunma sirasinin da 6nemi yoktur. (Bkz. (6)).

Hesab1 yapmanin bir yolu ¢ nun ¢evrim gosterimini p ninkinin soluna yazmaktir:
(9) pog=odnce q(247)(1685)sonrap(26813)(45).

Simdi indeksleri soldan saga izleyebiliriz: Ilk olarak 1 — 6 — 8, 8 — 5 —
4,4 -7 — 17, vb.

Aligtirmalar.

1. Transpozisyonlarin (2-gevrim) S,, simetrik grubunu iirettigini gosteriniz.

2. 3-gevrimlerin alterne A,, grubunu iirettigini gdsteriniz.



