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Pargalanig Cisimleri

Katsayilar1 I iginde olan ve indirgenemez olmasi zorunlu olmayan bir f polino-
munun F' iizerinde bir pargalanig cismi su 6zelliklere sahip bir cisim genigleme-
sidir:

e K cismi f nin tiim koklerini kapsar, bir bagka deyisle aq,...,a, K nin
elemanlar1 olmak tizere f(z) = (z —aq) -+ (x — a,) dir.

e K, F ilizerinde f nin kokleri olan «y, ..., a,, tarafindan tretilir.

Ikinci 6zellik, K nin her 8 elemanmin (biricik bir bicimde olmasa da) a =
aq, ..., ay degigskenlerine bagh bir polinom olarak yazilabilecegini soyler.

Agagidaki 6nemli teoremi kanitlamak i¢in simetrik fonksiyonlar: kullaniriz:

Parcgalamig Teoremi. K, F[z] i¢indeki bir f(z) polinomunun F iizerinde bir
parcalanig cismi olsun. F'[z] deki indirgenemez bir polinom olan g(z) polinomu-
nun K’de bir kokii varsa, K cismi ¢ nin tiim koklerini kapsar.

Bu teorem bir parcalanig cismi olan K yi bu 6zellige sahip bir sonlu cisim
genislemesi olarak yeniden tanimlama olanagi verir:

Bir kokii K 'de olan F 1izerinde indirgenemez bir polinomun tim kékleri K
dedir.

Bu noktadan sonra K geniglemesini tanimlamak i¢in hangi polinomun kul-
lanildigr 6nemli degildir.

Parcalanig teoremini kanitlamadan 6nce, kamtta kullanilmalarinin yanisira
kendileri de dikkate deger olan iki nerme tiiretelim.

1k 6nerme, simetrik bir fonksiyon olusturmak icin genel bir yontem verir. Simetrik
grup S, nin polinom halkast F[uq,...,u,] iizerine etkisi altinda herhangi bir
p(u1, ..., u,) polinomunun yoriingesi p1, ..., pr elemanlarina sahip olsun. (Yorin-
genin eleman sayisi olan k£ hakkinda sdylenebilecek tek gey .S,, grubunun eleman
sayis1 olan n! i boldigidiir.)

Onerme 1. {pi,...,pi}, degiskenleri v = uy, ..., u, olan p; polinomunun yoriin-
gesi olsun. k, p; in yoriingesindeki eleman sayisi olmak iizere, w = wq, ..., wy
bagka bir grup degisken olsun. Eger ¢(wi,...,wx) polinomu w degiskenlerine
gore simetrik polinom ise, ¢(p1, ..., px) polinomu u degigkenlerine gore simetrik
polinomdur.

Kanit. Bu, biraz kafa karigtirici olmasi diginda neredeyse siradan bir dogrudur. u
degiskenlerinin bir permiitasyonu {p1, ..., px} yoriingesine etki ettiginde yoriin-
genin bir permiitasyonunu verir. Dolayisiyla, ¢ simetrik bir polinom oldugundan,
{p1, ..., pr.} kilmesinin her permiitasyonu, ¢(p1, ..., px) elemanim kendisine tagir.



Ikinci 6nerme, F' nin bir cisim geniglemesi olan K nin bir elemaninin F' i¢inde
olmasi durumunda, bunu gosterebilmek icin bir yéntem sunar.

Onerme 2. Bir K cisim geniglemesinin, katsayilar1 F’de olan bir f(z) = 2" —
a;z" ' +- .-+ a, polinomunun tiim koklerini kapsadigini varsayalim. Bir bagka
deyisgle, aq, ..., a,, elemanlar1 K’de olmak iizere, f(z) = (z —a1) - (z — ) Ol-
sun. Eger ¢(uy, ..., u, ) katsayilar1 F’de olan simetrik bir polinom ise, g(as, ..., ap)
de F' nin elemanidir.

Kanst. Simetrik Fonksiyonlar Teoremi, ¢ polinomunun, katsayilar1 F’de olan
ve $1(u), ..., Sp(u) temel simetrik fonksiyonlarinin bir polinomu olarak yazila-
bilecegini soyler. Bir bagka deyisle, q(ui,...,u,) = Q(s1,...,8,) dir. Ayrica,
a; = s;(«) oldugunu belirtelim. u = « igin

(2) q(ar, ..y an) = Q(s1(a), ...y sp(@) = Q(ay, ..., an)

elde ederiz. f nin katsayilari olan a; ler ve @) nun katsayilar1 F' i¢inde oldugun-
dan, Q(a) da F igindedir. O

Pargalanis Teoreminin Kanutr. Elimizde indirgenemez bir g € F[x] polinomu ve
¢ nin pargalanig cismi K’de yer alan bir 8y kokii vardir. K nin ¢ nin tiim kok-
lerini kapsadigini géstermeliyiz. g nin 5y i¢in F {izerinde indirgenemez polinom
oldugunu belirtelim.

a; € F olmak iizere f(r) = 2" — a;2" ! + -+ + a,, polinomunun pargalanig
cismi K ve K|[z] i¢inde f(z) = (x — a1) -+ (¢ — a,) olsun. K, F iizerinde «;
kokleri tarafindan {iretildiginden, katsayilar1 F’de olan ve 81 = pi(aq,...,ap)
egitligini saglayan bir pi(uq,...,u,) polinomu vardir. Béyle bir polinom sege-
lim. Simetrik grup S,, nin u degigkenleri iizerine etkisi altinda p; in yoriingesi
{p1,....,pk} ve B; = pj(c) olsun. Dolayisiyla, £, ..., B K nin elemanlaridir.

Parcalanig teoremini,
hz) = (z = B1) - (x — Br)

polinomunun katsayilarinin F' icinde oldugunu gostererek kanitlayacagiz. Eger
bu kanitlanirsa, 51 A nin bir koki oldugundan, 8 i¢in F' iizerinde indirgenemez
polinom olan g, Flz]’de h yi bolecektir. Dolayisiyla, K h nin tiim koklerini
kapsadigindan, g nin de tiim koklerini kapsayacaktir.

Diyelim ki
flz) = 2F — by by — by

olsun. by, ..., by katsayilari, temel simetrik fonksiyonlarin 8 daki degerleri olarak
elde edilir. Ancak, bunlar k degigkene bagl temel simetrik fonksiyonlardir. Takip
etmeyi kolaylastirmak icin, Onerme 1’deki gibi yeni wy, ..., wy, degiskenleri tanim-
lar ve bu degiskenlere bagh temel simetrik fonksiyonlar1 s} (w), ..., s}, (w) olarak
adlandiririz. Burada {isleri, degiskenlerin yeni oldugunu hatirlatmak icin kul-
laniyoruz. Bu durumda, b; = s%(3) dur.



Iki adimda hesab1 tamamlariz: Ilk olarak, w; = pj(u) yerlestiririz. Onerme 1,
st (p1(u), ..., px(u)) nun u ya bagh simetrik bir polinom oldugunu sdyler ¢iinkii
8% (w1, ..., wx) w ya bagh simetrik bir polinomdur.

Daha sonra, u; = «; yerlestiririz. s (p1(u),...,pr(u)), u ya bagh simetrik bir
fonksiyon oldugundan, Onerme 2 si(p1(@), ..., pr(@)) elemanmnin F' cisminde
oldugunu sdyler.

Diger yandan, p;(«) = j3; ve bu nedenle s(p1(a), ..., pr(a)) = s5(B1, ..., Br) = b;
dir. Dolayisiyla, b; F'i¢indedir ve iddia edildigi gibi A nin katsayilar1 F' dedir. O



