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18.702 8 Subat 2008
Mertebesi 28 olan gruplar

C,, mertebesi n olan devirli grubu ve D,, mertebesi 2n olan dihedral grubu
gostermektedir.

Teorem. Mertebesi 28 olan her grup, su gruplardan birine izomorfiktir: Cy X
Cy7, Oy x Cy x Cy, Co x Dy, ve x ile y tarafindan 7 =1, y* =1 ve yx = 'y
bagintilary ile tretilen grup.

Kanmit. G mertebesi 28 olan bir grup olsun. Sylow teoremleri, G nin mertebesi
4 olan bir H Sylow 2-altgrubu ve mertebesi 7 olan bir K Sylow T7-altgrubu
oldugunu soyler. Dahasi, Sylow 7-altgruplarin sayis: 4 i boler ve mod 7 de 1 e
denktir. Dolayisiyla bu say1 1 dir ve bu da K nin bir normal altgrup olmasim
gerektirir. Sylow teoremleri, Sylow 2-altgrubun normal oldugu sonucuna var-
mamiza imkan vermemektedir.

Mertebesi 4 olan gruplarin iki izomorfizm simifi vardir, devirli grup Cj4 ve
Klein’in dortli grubu Cs x Cs.

Lemma 1. k, K nin ve h, H nin elemani olmak tizere elde edilen 28 kh
carpiminin herhangi ikisi ayni degildir ve bu nedenle G grubunun tim elemanlar:
bunlardur.

Kant. k1hy = kyhg olsun. ko yisola, h isaga alarak, ky "k, = hohy ' elde ederiz.
Esitligin sag tarafindaki eleman H deyken, sol tarafindaki eleman K dedir. 4
ve 7 aralarinda asal oldugundan, K N H = {1} olur. Dolayisiyla, k;lkl =1ve
hgh;l = 1 dir. Bu, k; = k2 ve h; = ho olmasini gerektirir. O

Durum 1: H devirli grup Cy tiir.

y eleman1 H nin ve & de K nin iireteci olsun. Grubun kh bigimindeki 28
elemant 0 < ¢ < 6 ve 0 < j < 3 olmak iizere xiyj olarak yazilir. K normal
bir altgrup oldugundan yzy~!, K nin i¢indedir. Dolayisiyla, 0 < v < 6 aralig
icindeki bir v i¢in yxy~—! = ¥ olur. Bunu su sekilde yazabiliriz:

(2) yr = z"y.

Bu bagnt1 bize  ve y lerden olusan herhangi bir carpimi z’y’ bicimine sokma
ve iglem tablosunu bu elemanlar cinsinden hesaplama olanag verir. Dolayisiyla,
her v degeri icin en fazla bir izomorfizm sinifi vardir.

Eger v verilmigse, grup su bagintilara sahiptir:
(3) 2T =1, 9y =1, yr = 2¥y.

Her durumda bu bagmtilar bir G grubu tamimlar ve bu grubun biitiin ele-
manlar1 2°y? bigiminde yazlabilir. Ancak, 0 < i < 7 ve 0 < j < 4 igin her



x'y/ carpiminin farkh bir eleman oldugu acik degildir. Bu noktay ele almamiz
gerekmektedir.

Aslinda, y* = 1 bagntis1 v iissii i¢cin baz1 kosullar koyar, ¢iinkii bir elemanin
y* ile eslenigi alindiginda eleman degismez. Eger yry~! = 2V ise, y?zy 2
yrry~t = 2¥” ve benzer bicimde y*zy* = 2v* olur. Dolayisiyla, 2" =z dir ve
bu, v* = 1 (modulo 7) demektir. Bu nedenle, v = 1 veya 6 haricinde iis olamaz.

Bu noktay1 vurgulamak icin, yay~!

= 22 oldugunu varsayalim. O zaman
v = ytey™* = 216 = 22 dir. 2 = 22 bagmmtis1 = 1 olmasim gerektirir. v =
2 oldugunda (3) bagmtilar tarafindan tanimlanan grup y tarafindan iiretilen

mertebesi 4 olan devirli gruptur.
Bu durumda elimizde kalan bagintilar yx = zy ve yz = 25y = 2~ 1y dir.

Eger xy = yx ise, grup x ve y tarafindan iiretildiginden Abeldir. Sylow
2-altgrubu devirli olan bir Abel grubu biliyoruz, Cy x C.

Kalan durum yz = 'y dir. Béyle bir grup var midir? Bununla sunu kaste-
diyoruz: v = 6 iken (3) bagintilar: tarafindan tanimlanan grubun mertebesi 28
midir? Bu grubun varligini gostermenin bir yolu Todd-Coxeter algoritmasini kul-
lanmaktir, fakat bir grubun varligini géstermenin en basit yolu, eger miimkiinse
grubu acikca yazmaktir. Burada bu yapilabilir. ¢ = ¢>™/7 olsun.

(5 &) (20)

karmagik matrisleri v = 6 iken (3) bagintilarin saglar ve mertebesi 28 olan bir
grup tiretir.

Durum 2: H Klein’in dortli grubu Cy x Cy dir.

Klein’in dortli grubunu H = {1, wu,v, w} bi¢iminde yazariz. u,v,w eleman-
larmin kareleri 1 e esittir, her biri digeriyle degisme 0zelligine sahiptir ve her-
hangi ikisinin ¢arpimi {i¢linciiyii verir. Dolayisiyla, aralarinda 6z olarak bir fark
yoktur.

Lemma, grup G nin elemanlarinin
(5) zt, 2, 2o, 2w
oldugunu sdyler. K normal bir altgrup oldugundan, uzu~! = z esitligini saglayan
bir v degeri vardir ve u? = 1 oldugundan, v niin alabilecegi degerlerin 1 ve 6
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ur carpimi, ya zu ya da z~'u carpimina esittir.
Benzer ifadeler v ve wz i¢in de dogrudur.

uz,vr ve wr ¢arpimlarmin x solda olacak gekilde yeniden nasil yazilacagin

bilirsek, iglem tablosunu da olugturabiliriz. Bu nedenle, her durum igin en fazla
bir grup vardir.



u, v, w elemanlarinin hepsi z ile degisme 6zelligine sahipse, G Abel grubudur.
Bu kogullar1 saglayan bir Abel grubu biliyoruz, Cy x Cy x C7. Dolayisiyla, olast
durumlardan biri budur.

u,v,w elemanlarinin hepsi birden z ile degisme Ozelligine sahip olmasin.
Diyelim ki uz = 2~ 'u olsun. w = wv oldugundan, vz = zv ise wr = ™ w
ve vz = v ise wr = zw elde ederiz. Dolayisiyla u, v, w elemanlarindan tam
olarak bir tanesi x ile degigme 6zelligine sahiptir. Bu eleman w olacak bicimde

iic eleman1 yeniden adlandirabiliriz: ux = = 'u, vz = 27 'v ve wr = 2w.

Bu bagntilar iglem tablosunu hesaplama olanagi verdiginden, Abel olmayan
gruplar i¢inde Sylow 2-altgruplar: Klein’in dortlii grubu olan en fazla bir izomor-
fizm simifi vardir. Boyle bir grup biliyoruz, Cy x D7. Boylece liste tamamlanmig
olur. ]

Bu arada, D14 grubu listemizdeki bir gruba izomorf olmalidir. Nitekim, Cy x
D7 grubuna izomorftur. Bunu dogrudan gdstermeyi deneyiniz.



