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Mertebesi 28 olan gruplar

Cn mertebesi n olan devirli grubu ve Dn mertebesi 2n olan dihedral grubu
göstermektedir.

Teorem. Mertebesi 28 olan her grup, ³u gruplardan birine izomor�ktir: C4 ×
C7, C2 ×C2 ×C7, C2 ×D7, ve x ile y taraf�ndan x7 = 1, y4 = 1 ve yx = x−1y
ba§�nt�lar� ile üretilen grup.

Kan�t. G mertebesi 28 olan bir grup olsun. Sylow teoremleri, G nin mertebesi
4 olan bir H Sylow 2-altgrubu ve mertebesi 7 olan bir K Sylow 7-altgrubu
oldu§unu söyler. Dahas�, Sylow 7-altgruplar�n say�s� 4 ü böler ve mod 7 de 1 e
denktir. Dolay�s�yla bu say� 1 dir ve bu da K nin bir normal altgrup olmas�n�
gerektirir. Sylow teoremleri, Sylow 2-altgrubun normal oldu§u sonucuna var-
mam�za imkan vermemektedir.

Mertebesi 4 olan gruplar�n iki izomor�zm s�n�f� vard�r, devirli grup C4 ve
Klein'in dörtlü grubu C2 × C2.

Lemma 1. k, K nin ve h, H nin eleman� olmak üzere elde edilen 28 kh
çarp�m�n�n herhangi ikisi ayn� de§ildir ve bu nedenle G grubunun tüm elemanlar�

bunlard�r.

Kan�t. k1h1 = k2h2 olsun. k2 yi sola, h1 i sa§a alarak, k
−1
2 k1 = h2h

−1
1 elde ederiz.

E³itli§in sa§ taraf�ndaki eleman H deyken, sol taraf�ndaki eleman K dedir. 4
ve 7 aralar�nda asal oldu§undan, K ∩H = {1} olur. Dolay�s�yla, k−1

2 k1 = 1 ve
h2h

−1
1 = 1 dir. Bu, k1 = k2 ve h1 = h2 olmas�n� gerektirir. 2

Durum 1: H devirli grup C4 tür.

y eleman� H nin ve x de K nin üreteci olsun. Grubun kh biçimindeki 28
eleman� 0 ≤ i ≤ 6 ve 0 ≤ j ≤ 3 olmak üzere xiyj olarak yaz�l�r. K normal
bir altgrup oldu§undan yxy−1, K nin içindedir. Dolay�s�yla, 0 ≤ ν ≤ 6 aral�§�
içindeki bir ν için yxy−1 = xν olur. Bunu ³u ³ekilde yazabiliriz:

(2) yx = xνy.

Bu ba§�nt� bize x ve y lerden olu³an herhangi bir çarp�m� xiyj biçimine sokma
ve i³lem tablosunu bu elemanlar cinsinden hesaplama olana§� verir. Dolay�s�yla,
her ν de§eri için en fazla bir izomor�zm s�n�f� vard�r.

E§er ν verilmi³se, grup ³u ba§�nt�lara sahiptir:

(3) x7 = 1, y4 = 1, yx = xνy.

Her durumda bu ba§�nt�lar bir G grubu tan�mlar ve bu grubun bütün ele-
manlar� xiyj biçiminde yaz�labilir. Ancak, 0 ≤ i < 7 ve 0 ≤ j < 4 için her
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xiyj çarp�m�n�n farkl� bir eleman oldu§u aç�k de§ildir. Bu noktay� ele almam�z
gerekmektedir.

Asl�nda, y4 = 1 ba§�nt�s� ν üssü için baz� ko³ullar koyar, çünkü bir eleman�n
y4 ile e³leni§i al�nd�§�nda eleman de§i³mez. E§er yxy−1 = xν ise, y2xy−2 =
yxνy−1 = xν

2

ve benzer biçimde y4xy−4 = xν
4

olur. Dolay�s�yla, xν
4

= x dir ve
bu, ν4 ≡ 1 (modulo 7) demektir. Bu nedenle, ν = 1 veya 6 haricinde üs olamaz.

Bu noktay� vurgulamak için, yxy−1 = x2 oldu§unu varsayal�m. O zaman
x = y4xy−4 = x16 = x2 dir. x = x2 ba§�nt�s� x = 1 olmas�n� gerektirir. ν =
2 oldu§unda (3) ba§�nt�lar� taraf�ndan tan�mlanan grup y taraf�ndan üretilen
mertebesi 4 olan devirli gruptur.

Bu durumda elimizde kalan ba§�nt�lar yx = xy ve yx = x6y = x−1y dir.

E§er xy = yx ise, grup x ve y taraf�ndan üretildi§inden Abeldir. Sylow
2-altgrubu devirli olan bir Abel grubu biliyoruz, C4 × C7.

Kalan durum yx = x−1y dir. Böyle bir grup var m�d�r? Bununla ³unu kaste-
diyoruz: ν = 6 iken (3) ba§�nt�lar� taraf�ndan tan�mlanan grubun mertebesi 28
midir? Bu grubun varl�§�n� göstermenin bir yolu Todd-Coxeter algoritmas�n� kul-
lanmakt�r, fakat bir grubun varl�§�n� göstermenin en basit yolu, e§er mümkünse
grubu aç�kça yazmakt�r. Burada bu yap�labilir. ζ = e2πi/7 olsun.

(4) x =

(
ζ 0
0 ζ−1

)
, y =

(
0 i
i 0

)
karma³�k matrisleri ν = 6 iken (3) ba§�nt�lar�n� sa§lar ve mertebesi 28 olan bir
grup üretir.

Durum 2: H Klein'in dörtlü grubu C2 × C2 dir.

Klein'in dörtlü grubunu H = {1, u, v, w} biçiminde yazar�z. u, v, w eleman-
lar�n�n kareleri 1 e e³ittir, her biri di§eriyle de§i³me özelli§ine sahiptir ve her-
hangi ikisinin çarp�m� üçüncüyü verir. Dolay�s�yla, aralar�nda öz olarak bir fark
yoktur.

Lemma, grup G nin elemanlar�n�n

(5) xi, xiu, xiv, xiw

oldu§unu söyler.K normal bir altgrup oldu§undan, uxu−1 = xν e³itli§ini sa§layan
bir ν de§eri vard�r ve u2 = 1 oldu§undan, ν nün alabilece§i de§erlerin 1 ve 6
oldu§u görülür. Dolay�s�yla, ux çarp�m�, ya xu ya da x−1u çarp�m�na e³ittir.
Benzer ifadeler vx ve wx için de do§rudur.

ux, vx ve wx çarp�mlar�n�n x solda olacak ³ekilde yeniden nas�l yaz�laca§�n�
bilirsek, i³lem tablosunu da olu³turabiliriz. Bu nedenle, her durum için en fazla
bir grup vard�r.
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u, v, w elemanlar�n�n hepsi x ile de§i³me özelli§ine sahipse, G Abel grubudur.
Bu ko³ullar� sa§layan bir Abel grubu biliyoruz, C2 ×C2 ×C7. Dolay�s�yla, olas�
durumlardan biri budur.

u, v, w elemanlar�n�n hepsi birden x ile de§i³me özelli§ine sahip olmas�n.
Diyelim ki ux = x−1u olsun. w = uv oldu§undan, vx = xv ise wx = x−1w
ve vx = x−1v ise wx = xw elde ederiz. Dolay�s�yla u, v, w elemanlar�ndan tam
olarak bir tanesi x ile de§i³me özelli§ine sahiptir. Bu eleman w olacak biçimde
üç eleman� yeniden adland�rabiliriz: ux = x−1u, vx = x−1v ve wx = xw.

Bu ba§�nt�lar i³lem tablosunu hesaplama olana§� verdi§inden, Abel olmayan
gruplar içinde Sylow 2-altgruplar� Klein'in dörtlü grubu olan en fazla bir izomor-
�zm s�n�f� vard�r. Böyle bir grup biliyoruz, C2 ×D7. Böylece liste tamamlanm�³
olur. 2

Bu arada, D14 grubu listemizdeki bir gruba izomorf olmal�d�r. Nitekim, C2×
D7 grubuna izomorftur. Bunu do§rudan göstermeyi deneyiniz.
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