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Diklik Bagintilar:

1. Bagintilarin Ifadesi

p:G— GL(V) veo:G— GL(W), sonlu bir G grubunun V ve W karmagik
vektor uzaylan {izerinde temsilleri olsun ve y ile x’ sirasiyla p ile o nin karak-
terleri olsun. Burada kamitlayacagimiz diklik bagimntilar: sunlar soyler. Eger p
ve ¢ indirgenemez ise ve izomorf degillerse,

(1.1a) X'sx) =0,

ve eger p indirgenemez ise,

(1.1b) xx) =
dir.

2. izdii§iim Operatorleri

Bir V vektdr uzay: iizerindeki bir dogrusal operatér f icin, f2 = f esitligi
saglaniyorsa, f bir izdisim operatéri olarak adlandirilir. Bunu séylemenin diger
bir yolu da sudur: Eger f operatorii, goriintiisii {izerinde birim fonksiyonu gibi
davramyorsa, bir izdiigim operatoriidiir. (Burada, daha simirlayici bir kavram
olan dik izdiiglimden bahsetmiyoruz.)

Lemma 2.1. (a) K ve U, bir V vektor uzayr tzerindeki [ izdigim oper-
atorintn cekirdegi ve goriuntisi olsun. Bu tekdirde, V vektér uzay, U & K
dolaysiz toplamadar.

(b) Bir f izdusim operatérinin izi gorinti U nun boyutuna egittir.

Kanit. (a) f nin bir izdiisiim operatorii oldugunu varsayalim. U + K = V' ve
U N K = 0 oldugunu gostermeliyiz. v € V, u = f(v) ve £ = v — u olsun. O
zaman,

f@) = f(v) = f*(v) =0,

ve bu nedenle x € K dir. u+z = v oldugundan ve v rasgele secilmis oldugundan,
U+ K =V dir. Daha sonra, eger z € UN K ise, z € U oldugundan f(z) = z ve
ve z € K oldugundan f(z) = 0 elde ederiz. Dolayisiyla, 2 = 0 dir. Bu, KNU =0
oldugunu gosterir.

(b) f izdiisiim operatoriiniin izini belirlemek i¢in, U ve K nin tabanlarim bir-
lestirerek V icin bir taban seceriz. f nin bu tabana gére matrisi agagidaki blok
bigimine sahip olur



(03)

ve burada I nin satir sayisi dim U ya egittir. O
3. G-degismez doniigiimler

p:G— GL(V) veo:G— GL(W), daha 6nce oldugu gibi temsiller olsun. Her
g€ Gvev eV igin,

(3.1) T(gv) = gT(v)

kogulunu saglayan bir 7' : V. — W dogrusal doniisiimi G-degismezdir. g nin
sol tarafta p, buna kargilik sag tarafta o araciligiyla etki ettigini dikkate aliniz.
G-degismezlik, bir dogrusal doniigiim tizerinde ¢ok giiclii bir sinirlandirmadar.

Schur Lemmasi 3.2. (a) p: G — GL(V) ve 0 : G — GL(W) indirgenemez
temsiller olsun, ve T : V. — W G-degismez bir dogrusal doniisim olsun. Bu
durumda ya T bir izomorfizmdir ya da T = 0 dur.

(b) p: G — GL(V) bir indirgenemez temsil, ve T : V. — V G-degismez bir
dogrusal donigim olsun. Bu durumda T bir skaler ile ¢carpimdir: T = cl.

Altlemma 3.3. T G-degismez bir dogrusal dénisim olsun. T nin cekirdegi V
nin G-degismez altuzayidir ve T nin gorintisi W nun G-degismez altuzayidar.

Kanat. v T nin ¢ekirdeginde ve g G deyse, gv nin de ¢ekirdekte oldugunu goster-
meliyiz. Bu dogrudur ¢iinkii T(gv) = gT'(v) = g0 = 0. Daha sonra, eger w T
nin goriintiisiindeyse, gw elemaninin da goriintiide oldugunu gostermeliyiz. w T’
nin goriintiisiinde demek V' de T'(v) = w kogulunu saglayan bir v var demektir.
O zaman, gw = ¢T(v) = T(gv) dir. Bu nedenle, gw elemam da goriintiidedir.

Schur Lemmasimin Kanatr. (a) T # 0 oldugunu varsayalim. p indirgenemez ve
T nin gekirdegi indirgenemez altuzay oldugundan, gekirdek ya {0} ya da V dir.
T # 0 oldugundan V olamaz ve bu nedenle ¢ekirdek {0} dir. Daha sonra, o in-
dirgenemez oldugundan ve goriintii degismez oldugundan, goriintii {0} ya da W
dur. T # 0 oldugundan {0} olamaz. Bu durumda, goriintii W olur. Dolayisiyla,
T izomorfizmdir.

(b) T dogrusal operatorii, A 6zdegerine sahiptir. Bu, 7'— AI nin ¢ekirdeginin {0}
olmadigl anlamina gelir. Fakat, T'— AI operatorii ayni zamanda G-degigsmezdir.
Bu nedenle, c¢ekirdegi V' ye esittir. Bu T'— AI = 0 oldugunu, dolayisiyla 7' = AT
oldugunu gosterir. O

G-degismez T doniiglimiiniin tamimina geri dénelim. (3.1) bagmntisini temsil-
leri acikca ifade ederek yazarsak, T'p,(v) = 04T (v) veya

(3.4) o, Tpg =T



olur. Asagidaki diyagram rasgele bir 1" operatorii ile o 1Tp, operatérii arasin-
daki iligkiyi gosterir:

o1 Tp
vV 5w

(3.5) pl la

v Lo w
T dogrusal doniisiimii G-degismez degilse, en az bir ¢ icin 0;1T pg # T olur.
Ancak, herhangi bir T" dogrusal déniisiimiinden, ortalama alarak bir G-degismez
doniigiim yaratabiliriz. Yeni doniigimii

(3.6) T = ﬁ PO o, Tpg

big¢iminde tanimlayalim. T doniiglimiiniin G-degigsmez oldugunu gosterelim. Ta-
nimdaki toplamin indeksi g oldugundan, degismezligi G deki h igin a,?lTph =T
bi¢iminde yazarz. ¢’ = gh diyelim ve Gh = G oldugunu belirtelim. g, G deki
tiim elemanlar: bir kez aldiginda, ¢’ de G deki tiim elemanlar: bir kez almig olur.
Bu nedenle,

(3.7) o, ' Tpy == 1 g o oy Togpn = e Ly o' Tpy

elde ederiz. Elbette, T doniigiimiiniin sifirdan farkl olacaginin garantisi yok-
tur. Aslinda, Schur Lemmasi, p ve o izomorf olmayan indigenemez temsillerse,
doniigiimiin sifir olmasi gerektigini sdyler.

4. G-degismez matrisler

R:G— GL, ve S: G — GL,, matris temsilleri olsun. m x n lik bir M matrisi,
her g € G i¢in

(4.1) M =S;'MR,
esitligini sagliyorsa, M matrisi G-degigmezdir.
Ortalama alma iglemi, herhangi bir matristen bir G-degigsmez matris iiretecektir:

(4.2) M = 48, MR,

matrisi G-degismezdir. Kamt, (3.7) dekinin bir benzeridir.

p ve o temsillerinin ve V' ile W nun tabanlarinin verildigini varsayalim. R ve
S, bu tabanlar kullanilarak p ve ¢ dan elde edilmig matris temsilleri olsun ve
M T nin matrisi olsun. Bu durumda, 7" nin G-degismez olmasi igin gerek ve
yeter kogul M nin G-degismez olmasidir. Ayrica, eger M T nin matrisi ise, M
T doniigiimiin{in matrisi olacaktir.



Lemma 4.3. R ile S yukaridaki_gibi olsun ve ® operatori m x n lik matrislerin
uzayr C™*" dzerinde ®(M) = M olarak tanimlansin.
(a) @ bir izdisim operatoridinr ve gorintisi G-degismez matrislerin uzayudur.
(b) R ve S, secgilmis tabanlara gére p ve o temsillerine bagl matris temsilleri
olsun. p ve o izomorf olmayan indirgenemez temsillerse, iz. ® = 0 dur. p in-
dirgenemez ise, p =0 ve R =S, o halde iz ® =1 dir.

Kanit. (a) (4.2) tanimindan, ® matris toplami ve skaler ¢arpim ile uyumludur,
bu nedenle dogrusal bir operatérdiir. Dahasi, ®(M) = M, dolayisiyla ®? = @
dir. ® nin goriintiisii G-degismez matrislerin uzayidir.

(b) Lemma 2.1’ gore, ® nin izi, G-degismez operatorlerin uzaymnin boyutuna
egittir. Schur Lemmasi’na gore, p ve o izomorf olmayan indirgenemez temsillerse,
tek degismez operator 0 dir. Dolayisiyla, bu durumda ® nin izi 0 dir. Ayrica,
Schur Lemmasi, p = o ve p indirgenemezse, G-degismez dogrusal operatorlerin
uzayimin boyutunun 1 oldugunu da sdyler. Bu durumda, iz 1 dir. m]

5. Diklik bagintilarinin kaniti

R ve S, secilmig tabanlara gore p ve o temsillerine kargilik gelen matris temsilleri
olsun. Daha 6nce oldugu gibi, p ile o nmin karakterlerini sirasiyla x ve x’ ile
gosterelim. Bu durumda, elimizde Lemma 4.3’de tanimlandigy bigimiyle ope-
rator ® vardir. Planimiz, diklik bagintilarini, ® nin izini yeniden yorumlayarak
kanitlamak. Oncelikle,

(5.1) iz ® = (x,X) = &X' (9)x(9)
oldugunu gosterecegiz ve bunu yaptigimizda, (1.1a,b) diklik bagintilari, Lemma
4.3b’den elde edilecek.

Dogrusal operator @,

(5.2) @g(M) = S;'MR,
biciminde tanimlanmg ¢, operatorlerinin ortalamasidir:
(5.3) D=5 2, Py

Iz, dogrusal bir fonksiyon oldugundan

(5.4) iz =5 2, iz ¢
elde ederiz.

(5.1) esitligini

(5.5) iz 05 = x'(9)x(9)

esitligini gostererek kanitlayacagiz. Bu, oniimiizdeki iki lemma ile gerceklegtiri-
lebilir:



Lemma 5.6. x/, sonlu bir G grubunun o : G — GL(W) temsilinin karakteri
ve Sy, o4 nin W vektor uzayrmn bir tabanina gore matrisi olsun. Bu durumda

X'(9) = x'(¢g7") olur.

Lemma 5.7. A ve B mxm lik ve nxn lik karmagik matrisler ve f mxn lik kar-
magik matrislerin uzayr C™*™ dzerinde f(M) = ABM big¢iminde tanimlanmas
dogrusal operatér olsun. Bu takdirde, f nin izi, (iz A)(iz B) carpymadar.

Lemmalarin dogru oldugunu varsayalim. Tanimdan x(g) = iz R, ve x'(g) =
iz S, dir. Dahasi, S : G — GL,, bir homomorfizm oldugundan S;l = 541

dir. Lemma 5.6, x'(g9) = x'(¢7}) = iz Sg_l oldugunu séyler. Lemma 5.7’yi uygu-
larsak,

(5.8) iz oy = (iz Sy-1)(iz Ry) = x'(9)x(9)

elde ederiz. Daha sonra

(5.9) iz ® = 2, 12 95 = g7 g X (9)X(9) = (X5 X)

olur. Dolayisiyla, lemmalar kamtlandiginda, diklik bagintilar1 da kamtlanmig
olacaktir.

Lemma 5.6’mn Kamite. Tammdan x'(g), o, nin veya Sy nin 6zdegerlerinin
toplamidir. Diyelim, x'(g) = A1 + -+ + A, olsun. Sy-1 in 6zdegerleri At el
emanlaridir. g sonlu bir grubun eleman: oldugundan mertebesi de sonludur.
Dolayisiyla, Sg, mertebesi sonlu olan bir matristir, bir bagka deyisle » > 0 ol-
mak iizere (Sy)" = I dir. O halde, her i i¢in (\;)” = 1 dir. Bu A; lerin mutlak
degeri 1 olan karmasgik sayilar olmasini gerektirir. A mutlak degeri 1 olan bir
karmagik say1 ise, A\™' = X olur. Dolaysiyla, x'(g7') = A1+ - + A =

A+ A = X/ (9) elde edilir. O
Lemma 5.7nin Kanatr. Gostermek istiyoruz ki, herhangi m x m lik A ve n x
n lik B matrisleri i¢in C™*™ fiizerindeki f(M) = AM B operatoriiniin izi (iz
A)(iz B) carpimina esittir. m x n lik matrislerin e;; standart taban elemanlar

istenildigi gibi siralanarak f nin matrisi yazilabilir. Bu sikic1 ve gosterim olarak
kafa karigtiricidar.

f operatérii A matrisine dogrusal olarak bagimlidir. Bununla kastettigimiz,
A=A +Ayise f = fi+ fo ve A = cA ise f = cf’ oldugudur. Iz fonk-
siyonu dogrusal oldugundan, f nin izi de dogrusaldir: iz f = iz fi+ iz f; ve
iz f = c¢ iz f’ diir. Herhangi bir A matrisi m x m lik standart taban matris-
lerinin dogrusal bilesimi olarak ) a;;je;; biciminde yazilabildiginden, lemmay1
A nin kendisinin bir standart taban matrisi oldugu durumda kanitlamak yeter-
lidir. Benzer bigimde, B nin de n x n lik bir standart taban matrisi oldugunu
varsayabiliriz.

f?(M) = A2M B? oldugunu belirtelim.

Uc¢ durumu ayirt edip degerlendirecegiz.



Durum 1: A = e;; ve B = ej; olsun. O halde, f(M) = e;Mej;; = myje;; ve
f? = f dir. Burada, f bir izdiigiim operatériidiir ve operatdriin goriintiisii, e;;
tarafindan gerilen bir boyutlu uzaydir. Bu nedenle, iz f = 1 dir. Ayrica, (iz A)(iz
B) =1-1=1 dir. Boylece, lemma bu durumda kanitlanmig olur.

Durum 2: A = e;, ve i # k dir. Bu durumda, A2 = 0 ve bu nedenle f2 = 0
dir; f bir sifiriislii (nilpotent) operatordiir. Sifiriislii bir operatoriin izi sifirdur.
Dolayisiyla, iz f = 0 dir. iz A = 0 oldugundan, lemma bu durumda da kanit-
lanmig olur.

Durum 3: B = ej;; ve j # [ dir. Kanit, Durum 2’dekinin benzeridir. O



