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Diklik Ba§�nt�lar�

1. Ba§�nt�lar�n �fadesi

ρ : G → GL(V ) ve σ : G → GL(W ), sonlu bir G grubunun V ve W karma³�k
vektör uzaylar� üzerinde temsilleri olsun ve χ ile χ′ s�ras�yla ρ ile σ n�n karak-
terleri olsun. Burada kan�tlayaca§�m�z diklik ba§�nt�lar� ³unlar� söyler. E§er ρ
ve σ indirgenemez ise ve izomorf de§illerse,

(1.1a) 〈χ′, χ〉 = 0,

ve e§er ρ indirgenemez ise,

(1.1b) 〈χ, χ〉 = 1

dir.

2. �zdü³üm Operatörleri

Bir V vektör uzay� üzerindeki bir do§rusal operatör f için, f2 = f e³itli§i
sa§lan�yorsa, f bir izdü³üm operatörü olarak adland�r�l�r. Bunu söylemenin di§er
bir yolu da ³udur: E§er f operatörü, görüntüsü üzerinde birim fonksiyonu gibi
davran�yorsa, bir izdü³üm operatörüdür. (Burada, daha s�n�rlay�c� bir kavram
olan dik izdü³ümden bahsetmiyoruz.)

Lemma 2.1. (a) K ve U , bir V vektör uzay� üzerindeki f izdü³üm oper-
atörünün çekirde§i ve görüntüsü olsun. Bu takdirde, V vektör uzay�, U ⊕ K
dolays�z toplam�d�r.
(b) Bir f izdü³üm operatörünün izi görüntü U nun boyutuna e³ittir.

Kan�t. (a) f nin bir izdü³üm operatörü oldu§unu varsayal�m. U + K = V ve
U ∩ K = 0 oldu§unu göstermeliyiz. v ∈ V, u = f(v) ve x = v − u olsun. O
zaman,

f(x) = f(v)− f2(v) = 0,

ve bu nedenle x ∈ K dir. u+x = v oldu§undan ve v rasgele seçilmi³ oldu§undan,
U +K = V dir. Daha sonra, e§er z ∈ U ∩K ise, z ∈ U oldu§undan f(z) = z ve
ve z ∈ K oldu§undan f(z) = 0 elde ederiz. Dolay�s�yla, z = 0 d�r. Bu, K∩U = 0
oldu§unu gösterir.

(b) f izdü³üm operatörünün izini belirlemek için, U ve K nin tabanlar�n� bir-
le³tirerek V için bir taban seçeriz. f nin bu tabana göre matrisi a³a§�daki blok
biçimine sahip olur
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(
I 0
0 0

)
,

ve burada I n�n sat�r say�s� dim U ya e³ittir. 2

3. G-de§i³mez dönü³ümler

ρ : G→ GL(V ) ve σ : G→ GL(W ), daha önce oldu§u gibi temsiller olsun. Her
g ∈ G ve v ∈ V için,

(3.1) T (gv) = gT (v)

ko³ulunu sa§layan bir T : V → W do§rusal dönü³ümü G-de§i³mezdir. g nin
sol tarafta ρ, buna kar³�l�k sa§ tarafta σ arac�l�§�yla etki etti§ini dikkate al�n�z.
G-de§i³mezlik, bir do§rusal dönü³üm üzerinde çok güçlü bir s�n�rland�rmad�r.

Schur Lemmas� 3.2. (a) ρ : G → GL(V ) ve σ : G → GL(W ) indirgenemez
temsiller olsun, ve T : V → W G-de§i³mez bir do§rusal dönü³üm olsun. Bu
durumda ya T bir izomor�zmdir ya da T = 0 d�r.
(b) ρ : G → GL(V ) bir indirgenemez temsil, ve T : V → V G-de§i³mez bir
do§rusal dönü³üm olsun. Bu durumda T bir skaler ile çarp�md�r: T = cI.

Altlemma 3.3. T G-de§i³mez bir do§rusal dönü³üm olsun. T nin çekirde§i V
nin G-de§i³mez altuzay�d�r ve T nin görüntüsü W nun G-de§i³mez altuzay�d�r.

Kan�t. v T nin çekirde§inde ve g G deyse, gv nin de çekirdekte oldu§unu göster-
meliyiz. Bu do§rudur çünkü T (gv) = gT (v) = g0 = 0. Daha sonra, e§er w T
nin görüntüsündeyse, gw eleman�n�n da görüntüde oldu§unu göstermeliyiz. w T
nin görüntüsünde demek V de T (v) = w ko³ulunu sa§layan bir v var demektir.
O zaman, gw = gT (v) = T (gv) dir. Bu nedenle, gw eleman� da görüntüdedir.

Schur Lemmas�n�n Kan�t�. (a) T 6= 0 oldu§unu varsayal�m. ρ indirgenemez ve
T nin çekirde§i indirgenemez altuzay oldu§undan, çekirdek ya {0} ya da V dir.
T 6= 0 oldu§undan V olamaz ve bu nedenle çekirdek {0} dir. Daha sonra, σ in-
dirgenemez oldu§undan ve görüntü de§i³mez oldu§undan, görüntü {0} ya daW
dur. T 6= 0 oldu§undan {0} olamaz. Bu durumda, görüntü W olur. Dolay�s�yla,
T izomor�zmdir.

(b) T do§rusal operatörü, λ özde§erine sahiptir. Bu, T −λI n�n çekirde§inin {0}
olmad�§� anlam�na gelir. Fakat, T −λI operatörü ayn� zamanda G-de§i³mezdir.
Bu nedenle, çekirde§i V ye e³ittir. Bu T − λI = 0 oldu§unu, dolay�s�yla T = λI
oldu§unu gösterir. 2

G-de§i³mez T dönü³ümünün tan�m�na geri dönelim. (3.1) ba§�nt�s�n� temsil-
leri aç�kça ifade ederek yazarsak, Tρg(v) = σgT (v) veya

(3.4) σ−1g Tρg = T
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olur. A³a§�daki diyagram rasgele bir T operatörü ile σ−1g Tρg operatörü aras�n-
daki ili³kiyi gösterir:

(3.5)

V
σ−1
g Tρg−−−−−→ W

ρ

y yσ
V

T−−−−→ W

T do§rusal dönü³ümü G-de§i³mez de§ilse, en az bir g için σ−1g Tρg 6= T olur.
Ancak, herhangi bir T do§rusal dönü³ümünden, ortalama alarak bir G-de§i³mez
dönü³üm yaratabiliriz. Yeni dönü³ümü

(3.6) T̃ = 1
|G|
∑
g σ
−1
g Tρg

biçiminde tan�mlayal�m. T̃ dönü³ümünün G-de§i³mez oldu§unu gösterelim. Ta-
n�mdaki toplam�n indeksi g oldu§undan, de§i³mezli§i G deki h için σ−1h T̃ ρh = T̃
biçiminde yazar�z. g′ = gh diyelim ve Gh = G oldu§unu belirtelim. g, G deki
tüm elemanlar� bir kez ald�§�nda, g′ de G deki tüm elemanlar� bir kez alm�³ olur.
Bu nedenle,

(3.7) σ−1h T̃ ρh == 1
|G|
∑
g σ
−1
h σ−1g Tρgρh = 1

|G|
∑
g′ σ
−1
g′ Tρg′

elde ederiz. Elbette, T̃ dönü³ümünün s�f�rdan farkl� olaca§�n�n garantisi yok-
tur. Asl�nda, Schur Lemmas�, ρ ve σ izomorf olmayan indigenemez temsillerse,
dönü³ümün s�f�r olmas� gerekti§ini söyler.

4. G-de§i³mez matrisler

R : G→ GLn ve S : G→ GLm matris temsilleri olsun. m×n lik bir M matrisi,
her g ∈ G için

(4.1) M = S−1g MRg

e³itli§ini sa§l�yorsa, M matrisi G-de§i³mezdir.

Ortalama alma i³lemi, herhangi bir matristen bir G-de§i³mez matris üretecektir:

(4.2) M̃ = 1
|G|S

−1
g MRg

matrisi G-de§i³mezdir. Kan�t, (3.7) dekinin bir benzeridir.

ρ ve σ temsillerinin ve V ile W nun tabanlar�n�n verildi§ini varsayal�m. R ve
S, bu tabanlar kullan�larak ρ ve σ dan elde edilmi³ matris temsilleri olsun ve
M T nin matrisi olsun. Bu durumda, T nin G-de§i³mez olmas� için gerek ve
yeter ko³ul M nin G-de§i³mez olmas�d�r. Ayr�ca, e§er M T nin matrisi ise, M̃
T̃ dönü³ümünün matrisi olacakt�r.
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Lemma 4.3. R ile S yukar�daki gibi olsun ve Φ operatörü m×n lik matrislerin
uzay� Cm×n üzerinde Φ(M) = M̃ olarak tan�mlans�n.
(a) Φ bir izdü³üm operatörüdür ve görüntüsü G-de§i³mez matrislerin uzay�d�r.
(b) R ve S, seçilmi³ tabanlara göre ρ ve σ temsillerine ba§l� matris temsilleri
olsun. ρ ve σ izomorf olmayan indirgenemez temsillerse, iz Φ = 0 d�r. ρ in-
dirgenemez ise, ρ = σ ve R = S, o halde iz Φ = 1 dir.

Kan�t. (a) (4.2) tan�m�ndan, Φ matris toplam� ve skaler çarp�m ile uyumludur,
bu nedenle do§rusal bir operatördür. Dahas�, Φ(M̃) = M̃ , dolay�s�yla Φ2 = Φ
dir. Φ nin görüntüsü G-de§i³mez matrislerin uzay�d�r.

(b) Lemma 2.1'e göre, Φ nin izi, G-de§i³mez operatörlerin uzay�n�n boyutuna
e³ittir. Schur Lemmas�'na göre, ρ ve σ izomorf olmayan indirgenemez temsillerse,
tek de§i³mez operatör 0 d�r. Dolay�s�yla, bu durumda Φ nin izi 0 d�r. Ayr�ca,
Schur Lemmas�, ρ = σ ve ρ indirgenemezse, G-de§i³mez do§rusal operatörlerin
uzay�n�n boyutunun 1 oldu§unu da söyler. Bu durumda, iz 1 dir. 2

5. Diklik ba§�nt�lar�n�n kan�t�

R ve S, seçilmi³ tabanlara göre ρ ve σ temsillerine kar³�l�k gelen matris temsilleri
olsun. Daha önce oldu§u gibi, ρ ile σ n�n karakterlerini s�ras�yla χ ve χ′ ile
gösterelim. Bu durumda, elimizde Lemma 4.3'de tan�mland�§� biçimiyle ope-
ratör Φ vard�r. Plan�m�z, diklik ba§�nt�lar�n�, Φ nin izini yeniden yorumlayarak
kan�tlamak. Öncelikle,

(5.1) iz Φ = 〈χ, χ′〉 = 1
|G|χ

′(g)χ(g)

oldu§unu gösterece§iz ve bunu yapt�§�m�zda, (1.1a,b) diklik ba§�nt�lar�, Lemma
4.3b'den elde edilecek.

Do§rusal operatör Φ,

(5.2) ϕg(M) = S−1g MRg

biçiminde tan�mlanm�³ ϕg operatörlerinin ortalamas�d�r:

(5.3) Φ = 1
|G|
∑
g ϕg.

�z, do§rusal bir fonksiyon oldu§undan

(5.4) iz Φ = 1
|G|
∑
g iz ϕg

elde ederiz.

(5.1) e³itli§ini

(5.5) iz ϕg = χ′(g)χ(g)

e³itli§ini göstererek kan�tlayaca§�z. Bu, önümüzdeki iki lemma ile gerçekle³tiri-
lebilir:
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Lemma 5.6. χ′, sonlu bir G grubunun σ : G → GL(W ) temsilinin karakteri
ve Sg, σg nin W vektör uzay�n�n bir taban�na göre matrisi olsun. Bu durumda

χ′(g) = χ′(g−1) olur.

Lemma 5.7. A ve B m×m lik ve n×n lik karma³�k matrisler ve f m×n lik kar-
ma³�k matrislerin uzay� Cm×n üzerinde f(M) = ABM biçiminde tan�mlanm�³
do§rusal operatör olsun. Bu takdirde, f nin izi, (iz A)(iz B) çarp�m�d�r.

Lemmalar�n do§ru oldu§unu varsayal�m. Tan�mdan χ(g) = iz Rg ve χ′(g) =
iz Sg dir. Dahas�, S : G → GLm bir homomor�zm oldu§undan S−1g = Sg−1

dir. Lemma 5.6, χ′(g) = χ′(g−1) = iz S−1g oldu§unu söyler. Lemma 5.7'yi uygu-
larsak,

(5.8) iz ϕg = (iz Sg−1)(iz Rg) = χ′(g)χ(g)

elde ederiz. Daha sonra

(5.9) iz Φ = 1
|G|
∑
g iz ϕg = 1

|G|
∑
g χ
′(g)χ(g) = 〈χ′, χ〉

olur. Dolay�s�yla, lemmalar kan�tland�§�nda, diklik ba§�nt�lar� da kan�tlanm�³
olacakt�r.

Lemma 5.6'n�n Kan�t�. Tan�mdan χ′(g), σg nin veya Sg nin özde§erlerinin
toplam�d�r. Diyelim, χ′(g) = λ1 + · · · + λm olsun. Sg−1 in özde§erleri λ−1i el-
emanlar�d�r. g sonlu bir grubun eleman� oldu§undan mertebesi de sonludur.
Dolay�s�yla, Sg, mertebesi sonlu olan bir matristir, bir ba³ka deyi³le r > 0 ol-
mak üzere (Sg)

r = I d�r. O halde, her i için (λi)
r = 1 dir. Bu λi lerin mutlak

de§eri 1 olan karma³�k say�lar olmas�n� gerektirir. λ mutlak de§eri 1 olan bir
karma³�k say� ise, λ−1 = λ olur. Dolay�s�yla, χ′(g−1) = λ−11 + · · · + λ−1m =

λ1 + · · ·+ λm = χ′(g) elde edilir. 2

Lemma 5.7'nin Kan�t�. Göstermek istiyoruz ki, herhangi m ×m lik A ve n ×
n lik B matrisleri için Cm×n üzerindeki f(M) = AMB operatörünün izi (iz
A)(iz B) çarp�m�na e³ittir. m× n lik matrislerin eij standart taban elemanlar�
istenildi§i gibi s�ralanarak f nin matrisi yaz�labilir. Bu s�k�c� ve gösterim olarak
kafa kar�³t�r�c�d�r.

f operatörü A matrisine do§rusal olarak ba§�ml�d�r. Bununla kastetti§imiz,
A = A1 + A2 ise f = f1 + f2 ve A = cA′ ise f = cf ′ oldu§udur. �z fonk-
siyonu do§rusal oldu§undan, f nin izi de do§rusald�r: iz f = iz f1+ iz f2 ve
iz f = c iz f ′ dür. Herhangi bir A matrisi m × m lik standart taban matris-
lerinin do§rusal bile³imi olarak

∑
aijeij biçiminde yaz�labildi§inden, lemmay�

A n�n kendisinin bir standart taban matrisi oldu§u durumda kan�tlamak yeter-
lidir. Benzer biçimde, B nin de n × n lik bir standart taban matrisi oldu§unu
varsayabiliriz.

f2(M) = A2MB2 oldu§unu belirtelim.

Üç durumu ay�rt edip de§erlendirece§iz.
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Durum 1: A = eii ve B = ejj olsun. O halde, f(M) = eiiMejj = mijeij ve
f2 = f dir. Burada, f bir izdü³üm operatörüdür ve operatörün görüntüsü, eij
taraf�ndan gerilen bir boyutlu uzayd�r. Bu nedenle, iz f = 1 dir. Ayr�ca, (iz A)(iz
B) = 1 · 1 = 1 dir. Böylece, lemma bu durumda kan�tlanm�³ olur.

Durum 2: A = eik ve i 6= k dir. Bu durumda, A2 = 0 ve bu nedenle f2 = 0
d�r; f bir s�f�rüslü (nilpotent) operatördür. S�f�rüslü bir operatörün izi s�f�rd�r.
Dolay�s�yla, iz f = 0 d�r. iz A = 0 oldu§undan, lemma bu durumda da kan�t-
lanm�³ olur.

Durum 3: B = ejl ve j 6= l dir. Kan�t, Durum 2'dekinin benzeridir. 2
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