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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 9

DERS 9. AYIRMA VE KARSILASTIRMA TEOREMLERI

Cogu ornek, iki fonksiyonun lineer bagimsiz olup olmadigini belirlemekte, bu iki
fonksiyonun Wronkskiyenlerini hesaplamanin iyi bir yol oldugu hissini destekler. Ancak iki
fonksiyon, biri digerinin bir kati ise lineer bagimli, diger durumda lineer bagimsizdir. Bunu
Wronskiyeni hesaplamaksizin inceleyerek gormek oldukga kolaydir.

Bununla birlikte Wronskiyen kavrami, p ve g siirekli fonksiyonlar olmak tzere,
CRY) y'+p®y +qt)y =0

denkleminin ¢ézimlerinin 6zelliklerini bulmakta énemli bir uygulamaya sahiptir.

Ayirma ve karsilastirma teoremleri. Motivasyon igin
(9.2) y'—ty=0, t<0

Airy denklemini géz oniline alalim. Bu denklem, titresim sayisinin (frekans) t ye gore artmasi
ozelligi disinda

y'+w2y=0

basit harmonik hareket denklemine benzer. Daha agik olarak (9.2) deki —t, w? frekansinin yerini
almistir. Buna goére —t nin verilen bir degerinin yakininda, ¢éziimlerin cosv/—t t ve sinv/—t t
gibi davranmasini bekleriz. Elbette ki onlar (9.2) nin ¢ézimleri degildir, ancak ne bekledigimiz
konusunda bir ipucu verirler. Aslinda, Airy kosinis ve Airy sinlis olarak adlandirilan (9.2) nin
normalize edilmis ¢6zim c¢ifti asagidaki sekildeki gibi davranir.
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Sekil 9.1 Airy sinis ve kosinls fonksiyonlari

Gergekten, (9.1) denkleminin asikar olmayan tim c¢oziimleri temelde ayni sayida
salinima (ya da sifirlara) sahiptir.

Teorem 9.1 (Sturm Ayirma Teoremi). u ve v, (9.1) in lineer bagimsiz iki ¢6ziimii ise, o zaman v
nin ardisik iki sifirt arasinda u nun bir sifirt vardir. Diger bir deyisle w ve v, nin sifirlari
ardisiktirlar.

Ispat. t; ve t, , v nin ardisik iki sifiri olsun. Yani, v(t;) = v(t,) = 0 fakat (t;,t,) araliginda
v(t) # 0 dir. u ve v, lineer bagimsiz oldugundan, Wronskiyen W (t) = W (u(t), v(t)) asla sifir
degerini almaz. Her t icin W (t) > 0 kabul edelim. W (t) < 0 benzerdir. O zaman

w(t) = u(t)v'(4).) =12
dir.

t, ve t,, v nin ardigik iki sifin oldugundan, v'(t;) ve v'(t;) zit isaretli olmaldir.
Gergekten, v, t; de artarken, t, de azalmalidir. Bunun tersi de dogrudur. Buradan u(t;) ve
u(t,) zit isaretlidir. Ortalama deger teoreminden, u nun t; ve t, arasinda bir sifiri olmaldir. Bu
ispati tamamlar. |

Yukaridaki arglimanin rafine bir hali daha yararli bir sonugta kullanilabilir.
Teorem 9.2 (Sturm Karsilastirma Teoremi).
(9.3) u' +pu=0ve v'+qt)r=20

denklemleri verilsin. p(t), q(t) sirekli ve p(t) = q(t) olsun. p(t) = q(t) ve u, v nin sabit bir kati
olmadikga, v nin herhangi iki sifiri arasinda u nun en az bir sifiri vardir.

Ispat. v nin ardisik sifirlari t; ve t, olsun; v(t;) = v(t,) = 0 ve (ty,t,) arahginda v(t) # 0 dir.
Her t € (ty,t,) icin u(t) # 0 oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmaksizin t € (t4, t;) igin u ve
v pozitif olsun.

(9.4) Wu,v;t)) =u(t)v'(ty) = 0,W(u,v;ty) = u(t,)v'(ty) <0

elde ederiz.
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Diger yandan (ty,t;) araliginda u,v >0 ve p = q oldugundan ve (9.3) denklemi
kullanilirsa

d
EW(u, v;it) =uv”’ —u'v=pP-qQuv =0, tE (t,t;)

elde ederiz. t € (t1,t;) icin p(t) = q(t) olmadigindan yukaridaki esitsizlik w(t) nin t nin
artmayan fonksiyonu oldugunu gerektirir. Bu (9.4) ile gelisir. t € (t1,t3) icin p(t) = q(t)
durumunda c sabiti igin u(t) = cv(t) dir. Bu ispati tamamlar. m}

Uygulamalar. q(t) < 0 oldugu zaman
(9.5) y'+p®)y=0

denkleminin asikar olmayan higbir ¢6ziminlin birden fazla sifira sahip olamayacagini
gosterelim. Aksi halde, Sturm karsilastirma teoreminden y'' = 0 diferansiyel denkleminin v =1
¢6zimd, (9.5) in herhangi bir asikar olmayan ¢ézimiinin iki sifiri arasinda en az bir sifira sahip
olurdu.

Benzer sekilde eger q(t) =k? > 0ise, y"” + k?y =0 denkleminin A cos(kt — t;)
¢6zUiminun, /k uzunluklu herhangi bir araliktaki, iki sifiri arasinda (9.5) denkleminin herhangi
bir c6ziminin bir sifira sahip olma zorunlulugu vardir.

n'inci mertebeden Bessel denklemi
t2y" +ty' + (t2 —n?)y =0
dir. t > 0 i¢cin denklem genellikle
y”+1y’+<1—n—2>y= 0
t t2
normal biciminde yazilir. y = v/+/t degisken degisimiyle, denklemi

9.6 4n? -1
(9:6) y,,+<1_ )y:

yazariz. Belirtelim ki y sifir oldugunda v de sifirdir, ve bunun tersi de dogrudur.

Sturm karsilastirma teoremini (9.2) ve u’’ + u = 0 denklemlerine uygulayarak, t > 0
yari sonsuz arahg tzerindeki w uzunluklu her aralikta, 0-inci mertebeden Bessel denkleminin
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herhangi bir ¢éziminin en az bir sifiri oldugunu ve n > 1/2 olmak Ulzere, n- mertebeden
Bessel denkleminin asikar olmayan herhangi bir ¢oziminin en fazla bir sifiri oldugunu soyleriz.

Sturm karsilastirma teoremi kendine eslenik denklemlere genisletilebilir.
Teorem 9.3 (Genisletilmis Sturm Karsilastirma Teoremi).
(P1(OU) + g1 (Ou =0 ve (p2(DV) +q (v =10

denklemleri verilsin. p,(t) = p,(t) ve q,(t) = q,(t) olsun. c sabiti icin u = cv olmamak (zere,
birinci denklemin asikar olmayan herhangi bir u ¢éziimiiniin iki sifir1 arasinda ikinci denklemin
herhangi bir reel ¢éziimiiniin en az bir sifir1 yer alir.

Alistirma. v = eJ /24ty déniisimiyle (py’)’ + gy = 0 denkleminin

p’@®) p'@®
4 2

v”+<q(t)— v=20

denklemine donistiglint gosteriniz.
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